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1 ВЛАДИМИР КОНСТАНТИ ИОВИЧ АРКАДЬЕВ 1 

После длительной болезни 1 декабря !9.53 г. скончаJIСН ста рейшиi! 
советский магнитоJrог, член-корреспондент Академии наук СССР, заве­
дующий Itафедрой физических основ элсктротехникfi Московского госу­
дарственного университета профессор Владимир Констшпшюв11Ч 
АIРкадьев. 

В. К. Аркадьев родился в Москве 9 (21) апреля IB84 I'. Среднее обра­
зование оп получил в московской 2-й гимназии, и, еще будучи ученю<ом, 
решил посвятить свою 1жизнь паrучной работе в области физики. С этой 
:~елью он устроИJI дома небольшуrо физическую JJабораторию, в которой 
ганимался экспе1риментальной работоii, а также демонстрировал сверст­
никам различные опыты на собственноручно изготовленных прибарак 

В Московский университет В. К. Арющьев поступил в 1904 г. и учился 
в нем в те годы, когда в состав професеаров-физиков входили выдающиеся 
ученые-- Н. А. Умов и П. Н. Лебедев. /Келание применить свои силы в 
области научных исследований приве.по Владимира Константиновича 
Fl 1907 г. в лабораторию П. Н. Лебедева, где ШИ!роко изучались электро­
магнитные волны, их дисперсия и абсорбция. В связи с этим возникли 
первые его работы, посвященные изучению магнитных ·свойств ферро­
магнетиков в полях ·высокой частоты. 

Исследования В. К. Аркадьева, проведенные, начиная с 1908 г., 
с искровыми генераторами, впервые показали силыюе уменьшение маг­

нитной проннцаемости железа и никеля в интервале сантиметровых IBOШI, 

а также обна1ружили избирательное ноглощение электромагнитных волн в 
этом участке спектра. Ма!\jсимумы поглощения былv. обнаружены у же­
леза при частотах, соответствуюших вол1-шм от 2 до 7 см, а у никеля-
3 см. Таким образом впервые было открыто явление ферромагнитного 
резонанса, кшюрое за последние годы привлекло !{ себе внимание многих 
исследователей в овязи с появJrением ламповых генераторов сантиметро­
вых волн. Изучая ноглощение электромагнитных rюлн в параJiлельных 

проволоках, В. К Аjриа:цьев обнаружил, что магнитная проницае,!'vюсть 
железа падает от значения lt = 93 при длине волны л = 72,7 см до 

11 = 8 при Л= 1,31 см. Значеншr магнитной п,роницаем-ости никеля при 
этих же длинах волн оказались соответственно равными 20 и 1. 

Факт уменьшения магнитной проницаемости 11ри укорочении длины 
электромагнитных волн был подтвержден Владимиром Канетантиповичем 
другим ме'!'одом- при изучении отражения этих вот1 от зеркал, состояв­

ших из па,ралJrельных юшелевых или железных проволок. Результаты 
исследований, опубликованные в 1912-1913 rг., поi(азывали, что значе­
ния магнитной проницаемости железа и никеля, спределяемые двумя 

упомянутыми способами, не совпадают друг с другом. Для -объяснелия 
этих явлений В. К. Аркадьев дал первую теорию магнитного резонанса 
и магнитной дисперсии. Введя пр111 постр-оении своей теории понятие 
комплексной магнитной проницаемости, он показал, что кажущаяся про­

ницае;мость 1'-п, определенная по коэффициенту отражения, должна быть 
отлична от кажущейся Пlроницаемости tt

1
,, определнемой по коэффици-
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енту поглощеНIИЯ. Таким образом, была разъяснена причина несовпадения. 
упомянутых выше экспериментальных результатов. 

Строп свою теорию, ВладимиiР Константинович пользовался гипотезой. 
о существовании внутри ферромагнетика молекулярiiЫХ магнитов, к рас­
крьпию свойств которых были обращены его научные исследования в. 
последующие годы. Однако течение работ его в это~l направлении было 
вскоре нарушено войной 1914-1917 гг., когда немецкие империалисты, 
нарушив междунаiРО:Цные соглашения, впервые использовали в качестве 

ору:жия отравляющие газы. Русские ученые-патриоты (Н. Д. Зелинский,. 
В. К. Аркадьев и др.) стали изыскивать способы защиты от боевых отрав­
Jrяющих веществ. С 1915 г. деятельность В. К. Аркадьева имела Сiвоим 
предметом противохимичесi<>ую оборону. Организованная им при Комите­
те Всероссийскоf1о земс1юго и городского союзов «Земгор» физико-хими­
ческая Jiаборатория была первой в России лабораторией противохимиче­
ской обороны. Она выполнила 1в 1916-1918 гг. большую и важную обо­
ронную работу и выпус11ила первое русское руководство по научным 

осн01вам борьбы с ядовитыми газа1ми. В. К. Аркадьевым в эти годы были 
изобретены приборы для предупрежденип о газовых ата,ках, анемометр 
и т. п. В отличие от других приборов 11ого же рода, анемометр В. К. Ар­
кадьева был рассчитан на малые скорости ветра, при которых только и 
могут производиться газовые атаки. Основным рабочим элементом его 
был парафинированный листок I<артона в 4 г весом, свободно висевтлиii 
на рамке анемометра и отклонявшийся более или ~tенее сильно от вер­
тикали, в зависямости от силы ветра. Простой по конструкции анемометр 
В. К. Аркадьева позволял произ'водить наблюдения и в ночное времн, что 
было существенно важно в боевой обстанонке. 

Как толыю окончилась война 1914-1917 гг. В. К. Аркадьев вернулся 
к исследованиям в области электромагнетизма. В статье, опублююванной 
в ма1рте 1920 г. и занявшей· полностью весь седьмой номер журнала 
«Телеграфия и телефония без проводов», им разбирался ряд теоретиче­
ских и практических вопросов: устанавливалось, что магнитная прони­

цаемость сердечников с разомкнутой магнитной цепью может, почти 
не завися от силы поля и сорта железа, зависеть толLко от формы сердеч­
ника; рассматривался вопрос об образовании вихревых токов в жeJJecJC 
и о явлении магнитной вязJюсти, Iютюрая влияет на намагничение )!\С­
леза; указывалась скорость э·юго процесса, измеренная одним из первых 

сотрудников В. К:. Аркадьева- Б. А. Введенским. Кон•ец работы, Jюсвн­
щенный памаг.пичиванию железа в nолях высокой частоты, содержал 
попытку вычислить размеры элементарных магнитов и их собственные 
периоды. 

1В 1918 г. В. К. Аркадьев вошел в состав ПiРОфсссоров Московского 
университета, где около него собралась группа моло,r(ЫХ физ].jlков, инт:ере­
сювавшихся элеюрамагнитными волнами и проблема!I-IИ ферромагнетизма. 
Так возникла Московская магнитная лаборатория, ставшая крупной шко­
лой советских физиков. В 1931 г. эта лаборатория получила более отве­
чающее ее тематике наимеrювание: Лаборатория элеюромагпетизма. 

Начиная с 1918 г., В. К. Аркадьевым разрабатыв<IЛась электромагнит­
ная теория пассивных спектров. Она оказалась применимой к обширной 
группе сред- от газов до горных пород и металлов (в частности, магнит­
ных). В магнитной лаборатории изучалось !распространение и поглощение 
коротких электромагнитных волн, явления отражения и т. п. Эксперимен­
тальные работы сотрудников и учеников Владимира КонстантиновиЧа 
в это время опирались на его теорию, которая обс.,бщала ряд явлений 
дисперсии и абсоiiJбции. 

При построении своей тео!рии В. К Аркадьев исходил, во-первых, нз 
того, что в не слишком сильных полях электростатическая индукция D 
и магнитная В пропорциональпы соответствующим напряженностям 
полей Е и Н, т. е. D =еЕ и Ц = !'Н. 

... i 
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Второе основнос по.тrож.енис его тс~орпr1 состоит в том, что в IIcpcмcii­
ныx ПО\JJЯХ фазы индукцшi (D или В) отстают от фаз напряженности 
(Е или Н), чем ·обусловлен как электрический, пш и магшпныi! гистере­
зис. Эти экспериментальные факты позвоJПIЛИ I3. К. Аркадьеву в 191 З r. 
вывести взамен нссиммстричных уравнсннi'r э,IJектрщiагшпного г1ошr 
{в форме Mщ,cne.ТIJJд) два симметричных уравнения: 

ZIIE /jТ(()"J~ 1 -- -- -·- + ---. '.. = J'Ol J 
С 1ft С 

У: __ ~Н + 11 тср И=- J'Ot Е 
с cll с 

(уравнения Аркадьева). Они относятсн к бикомплексноii среде, элек­
трические своiiства котороi! характорн~1уют дiЕJJtеюрическая прошщае­
мость s и удельная проuоднмость а, мапr1пными 11:е характористнками 

явлпют-ся магнитная проницаемость 1'· и магнитная ПJюnодимость р. На 
ос1юве этих уравнений оказалось возможным пла1ю~1ерно нзуча1ъ зави­
симость магнитных характеристик ферромагнетшюв от частоты воздеfi­
ствующего на них электромагнитного поля. 

Теоij)ия магнитной дисперсии н абсорбции В. К Аркадьева о!<азалась 
приложимой к ферромагнитным материалам, применяемым в электротех­
нике и технике свпзи. На основе этоii теории возшшла ПJН!КJiаднюi 
магнитнан спектроскопип, которая приобрела за пccJicдirиe годы cyщe­
cтвeiiiiOC пра,ктическое значение в промыtпленности и меташrурпш. 

Изученные В. К. АIРкадьевым и его сотрудюtкшvrи процессы периuдиче­
ского намагничивания ферромагнетиков используются в ЭJiектротехшше 
в связи с проблемой замены медных проводоD железными. 

В его же лаборатории велось исследование пвJiеН\IЙ магнитной внзко­
сти и шшшшя вихревых токов на процессы перемагничивашш. I3мссте с 
тем D Лаборатории электромагнетизма были выполнены проб.rrемные 
jработы для ;развития основных положенш'! электромагнитной теории све­
та, утверждающие тождество природы световых и кратчайших радиоволн. 
Здесь был изобретен А. А. Глаголевой-Аркадьевой новый иеточшш элек­
тромагнитных волн- массовый излучатель ( 1922 г.), при помощи 
rюторого было заполнено «белое пятно» на шкале элс1промагнитных 
во·лн между инфракрасными и кратчайшими из известных тогда радио­
волнами. 

В связи е изучением отражения весьма коротких ЭJiеi<Тiромагнитных 

волн от металлов стоит открытый В. К Аркадьевыrv1 пршщип использо­
вания времени реверберации rюро11ких электромагнип1ых волн в замкну­
той металлической полости для оценки отражательной способности ее 
етенок- время рсверберации электромагнитных волн в этих условиях 

тем меньше, чем больше магнитная цроницаемость о'!1ражающей поверх­
rюсти стенок. Предложенный Владимиром Константиновичем прннцнп 
используется ныне как для измерения отражательноri способности метал­
лов, так и для и-змерения поrлощателыюii способноспт газа, помещенного 
в металЛ'ической полости. Этот метод, получивший зn границей название 
эхо-бокса, стал пр.именятьсн в Америке только через 30 ,IJeт после е1·о 
открытия в России. 

В 1934 г. В. К. Аркадьев впервые оеуществил стнктографический спо­
соб обнаружения сантиметровых волн, подобныi\ фотолрафцропанню 
( «стиктос» - испеrцренный точками). В результате совершенствования 
этого.метода в 1939-1940 гг. В. К Аркадьевым были изобретены экраны, 
могущие обнаруживать электромагнитные воJIНЫ сантиметрового диапа­

зона и напоминающие экраны для рентгеноных или ультрафиолетовых 
лучей. Таким образом, открылась новая возможност:, ПIJ1ОСвечивания изо­
JIЯторов н полупроводников способом, отличным от реюгеновского про­
:.вечивания. Значение стиктографии, которую в Америке оценили только 
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в 1947 г., наиболее ярко выступает там, где рентгеrювсJшй метод оказы­
вается неприменимым. Таковы, например, с.пучаи проовечивания диэлек­

триков ишi полупроводников с вкраплениями воды и т. п. 
Занимаясь крупными проблемными работами, основные направлсннн 

которых упомш-rуты выше, В. К. Аркадьев всегда любил осуществлять 
новые оригJrнальные физические эксперименты. Тю.;, наnример, под его 
руководс·лвом в ] 912 г. были выполнены важные опыты по диффра'Ю\НИ 
света; фотографии исследованных в этих опытах случаен диффраrщни 
до сих пор встречаются в учебниках физики. По его идее был построен 
в 1914 I'. первый в мире «генератор молний», первоначально описанный 
по~ названием «исr~рового I<Оiщенсаторного трансформат•ора». Он состоит 
из батареи параллельна соединенных конденсаторов, заряжа•емых от 

типового трансформато1ра 50-периодного тока, которые разряжаютсн, 
будучи соединенными последовате.пыю. 

Принципиалыюй особенностью этого устройства было его автомати­
чесrюе переключсине при помощи ряда искровых промежутков, соеди­

няющих разноименные обкладки смежных коrrденсаторов. При пробива­
нии искрового проме:ж:утка (самого короткого) мея-.:ду разноименными 
обrшадками первого и -второго конденсатора павышалея потенциал по­

следнего, что вызывало проскакиванне более длРшюй ис.кры между 
разноименными обкладками второго и третьего конденсатора и т. д. Ряд 
последовательных искр, доходя до последнего конденсатора, разряжал 

всю батарею, оказьшающуюся теперь соединенн-ой nоследоватеJJЫIО. 
В первом устройстве такого рода из 9 конденсаторов с емкостыо no 

· 800 см каждый длина искры, даваемой бата1реей, достигала 15 см, в то 
время как разрядный потеrщиал каждого отдельного rюrщенсатора соот­
ветствовал длине искры менее 1 см. В иноеправной литературе устрой­
ство по~обноflо рода получило совершенно пеобосновашюе название 
генератора М.аркса, который описал эту схему в 1928 г. В 1945 г. 
В. К. Аркадьев цредло:жи.л и впервые осутцествИJr эффекгный опыт паре­
ния магнита над сверхпроводящим свинцовым диском, охлаждаемым 

жидким гелием, а также осуществил другие своеобразные эксперименты. 
Оригиналыюсть и ценность 1ра6от В. I\. Аркадьева следует особо под­

черюiуть в овязи с появлением в иностранной научной Jштературе ряда 
статей плагиаторского характера. АвтОiРЫ одних из них выдавали, напри­
мер, в 1938 г. за дости.жения зарубежной науки якобы открытое за гр а­
ницей падение магнит1-юй проницаемости ферромагнетиков в области 
сантим·етровых волн, которое бьшо описано В. К. Аркадьевым еще в 
1912 г. Другие пытались приоваить себе честь создания теории электро­
магнитного поля в ферромагнетиках, введение понятия комплексной маг­
нитной 'Проницаемости и т. д. вплоть до nриписывания себе самых 
уравнений Аркадьева. 

Два направления деятельнос11и были основными в жизни В. К. Ар­
I<адьева- собс'Dвенная научная работа и подготовка молодых физиков­
исследователей. Поэтому и вся его жизнь почти целиком прошла в сте­
нах Московского уюшерситета и Академии наук СССР. Избранный 
ЧJiеii'Ом-корреспондентом Академии наук СССР Владим1ир Константинович 
вел активную рабо-ту в Техническом отделении ее в напра'влении изуче­
ния проблем элею~ротехнического металла, магнитrюrо анализа, магнит­
ной и ульт:раакус'Dической дефеrс'!'оскопии и др. 

Будучи большим патриотом, В. К:. Аркадьев уделял весьма много вни­
мания и энер1·ии делу подготовки научных кадров. «Магнитный колло­
квиум», начавший функционировать в университете с апреля 1921 г., был 
меетом обще·ния и дискуссий ею сотруднихов и учеЕшюв. В дальнейшем 
в 1923 г. им была организонана при Московском государс'Dвешюм уни­
верситете спещиальность «электрические измерения» с соответствующей 

.rrабораторией для подготовки работников исследовательских институтов, 
а в 1939 г. он :же создал в соста1ве физического факультета Московского 
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унивqрситета кафедру теоретических основ ЭJieктpoтcxJJJJJ\11 на базе Лабо­
ратории эJrект1ромагнетизма. 

Под личным научrrым руководством В. К Аркадьева бы.iю подrотоu­
лено сnыше 100 IШаJiифицированных фнз1шов, IJЫ!lt: пJюдоТIЮJНЮ рабо­
тающих в академиях наук Советского Союза, Бе.rюруссии, Латвин, в 
высших учебных заведенш1х и исследовательских институтах. Под его же 
руководством и по его тематике велось, начиная с 1~J35 г., заочное повы­
шение квшшфю<fщии и диссертационные работы преподанателеii высших 
учебных заведений- ряда городов (13оро!rе;.к, )lросюшль, Гoi!Jьrшii и др.). 

Громадная научная эрудиция В. К. Аркадьева, осоuенно в оu.пастн 
классическоi'r теории электромагнитных яuлсниii, бoJIЫJJOЙ опыт эксперн­
ментатора, а также исключитслыю прямой и открытый характер пришiе­
кали к нем•у молодежь, имевшую стремление к занятинм физикой. Со 
своей стороны Владимир Константинович, как руJ<оводитель научной 
школы, с исюrючительным вниманием и доброжелательностью относился 
к своим ученикам, направляя их исследования и ист.ренне радуясь вся­

кому их успеху. 

Сосредоточив свои интересы на научных иссле;.юваниях, Владимир 
Константинович не терпеJr недобросовестиости ни в научных, ни в житей­
ских дeJrax, был далек от честошобия, прост в своем образе жизни и в 
обращении с другими. 

Выдающиеся личные качества В. К. Аркадьева надолго останутся в 
памяти всех близко его знавших. Учеюши же и СО11рудники его· не раз 
с теплым чувством сердечной благодарности вспомнят своего руководи­
теJIЯ- выдающегося ученого и глубоко принципиаJrыюго, справедли·вого 
человека. 
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ИССЛЕДОВАНИЯ ПО ТЕОРИИ I<АСКАДОВ. 11 

л . ЯJ-ta llta 

Покаэано, чтn Мiюгне известные достижения теории Iiаскадов (среди них 
также рсзую.таты, свп;;;шныс с попсрочным распредеJiением атмосферных ливней) 
могут бытL просто выве;tсны и~ обобн(снных О-уравнений, IIOJIYЧCШIЫX в [1]. 

1. В предыдущем сообщении [1
] мы дали общие методы определе­

ния производящих фушщий, описывающих I<аскад. 0-уршзнения (26) 
или (32) работы [1] однозначно определяют 0-фунrщию, при условии, 
что известны функция ер, соответствующая отсутствию столr<новений, 
и поперечные сечения столюювений. Действительно, О-уравнения оп­
ределшот значения функции для х = О, а таюке позволяют, по край­
ней мере в принципе, определить О-функцию дJIЯ всех других значе­
ний х как результат стуnенчатого интегрирования. Хотя ступенчатое 
интегрирование в принципе возможно, оно праr<тически не выполнимо 

в этой общей форме из-за большого числа персменных в О, а тшоке 
вследствие того, что О-уравнения имеют такую форму, при которой 
интеrрирование может быть вьшолнепо только одновременно для всех 
эналсний всех перемснных. Большой объеJ\I вычислительной работы, 
связашюй с такой процедурой, делает ее применевис затрудirитеm,­

ным. 

Несмотря на эту трудность, О-уравнения имеют большое практи­
чесrсое применение. Из О-уравнений мы можем выводить уравненин 
для различных моментов распределения, вычисление же таких момен­

тов ни в коем случае не являетсн излишrшм. 

Уравненин для таких моментов, I{оторые nьшедены из О-уравнений, 
в большинстве своем эквиnалентны уравнениям, вьшеденным различ­
ными авторами в частных случаях при помощи специыrыrого рассмот­

рении. Наш метод имеет то преимущества, что он дает общую схему, 
вкточающую большую часть результатов, полученных ранее, и выво­
дит их, исходя из единой точки зрения. 

Распределение в случае отсутствия столкновений 

2. Ниже приводнтся явные выражении для ер (!iY; !Ji'; х), т. е. для 
вероятности того, что первичная частица 5 вдоль пути х не nретер­
певает пи одного столюrовения с резким из~-rенением энергии и рассеи­

вается таr\, что на глубине х она находится вблизи &'. 
Кинетическое уравнение может быть записано в виде 

с(р ('iY, 'iY'; х) 
дх 

=- (а. (В:) + ~ w ('[У', !Ji") dб") cr (\У,&'; х) + 
'iY" 

+ ~ 'lV (В:, \У") ер (В:", В:'; х) d!Ji", 
'iY" 

(1) 

r де 'lV (В:, !Ji') dx есть вероятность стошшовения, при т< отором не про­
исходит резrшrо иаменения ~-+ !Ji' вдоль dx. Мы полагаем, что это 
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изменение имеет заметную ве1юятностi, лшн1, при уL·ловии, если оно 

невелико. Мы можем записать уравневне (J) в другой форме, п име11но: 

дr.p(iY,'i\·';x) _ ('1:) (<1: <У'. ·) l 
дх - - r;. о· 9 о·, ·lS , х --

+ ~ { cv (~, ~") 9 (i]", 'J; .-.:) -- .,~, ('J, ~") 'f ('J, 'J'; х)} di}". (2) 
б" 

'Таr{ ющ ·zv имеет значение толЬJ{О длн iY" .......... 'J, мы можем разJiожить 
ер по степеням iY"- ~ и получить т1шим образом для интеграла вы­
ражение 

\ = g; ~ (F"- F) 'Ш ('J, 'J") dij" + gi ~ (Z"- Z) '&.1 (iJ, ~") d'J" + 
б" 

+~~~(А"- А) 'lV (б; 'J") d?)-'' ++:;"~(А- А")2 'lC, (iY, <}") d'iS·" + 
+ члены более вJ,IcOI{OГO порядка. 

Если мы возьмем 'lV симметричным по отно1пению к А' и А", то 
М!южитель д9 1 дА б у дет равен нулю; таким образом зависимость 'f 
·ОТ А дается вторым J\.IОментом. Другие интеграJ!Ы можно получить, 
исходя из• их фиэичсского смысла. Множитель д·.р 1 дF даст величину 
непрерывной потери энергии и СJiедовательно раrшнется -О (Р) [если 
пренебречь тем, что -О (F) есть величина потери энергии в напра­
влении движения частицы, и поэтому потеря на пути (/Х есть 
---О(Р) dxlcosfд·, а не просто -O(P)dx]. Множитель д'рlдZ есть 
просто А, nосr(ольку среднее смещение дZ вдоль дх, если перво­
Шlчальное направление бы.1rо А, есть Adx. Множитель д'fi 1 дА равен 
нулю на основании симметрии (мы рассматриваем толы{ о небольшие 
угJiы, где .IJ·,..._,tgiJ· =А). Наконец, мrюжитель д2 rр 1 дА2 есть величина 
,среднего квадратичного углового рассенншr; она явлнется функцией 
энергии и известна иэ теории рассеянин. Таюrм образом мы имеем 
для нашего уравнения 

(:3) 

Мы написали во всех поперечных сечениях F вместо ty, что соответст­
вует пренебрежению множителем 1 1 cos .Э; таким образом использо­
вание F связано опять с предположением толы(о малых углов рас­
.сенния. 

3. Приступим !( решению уравнения (:3). В последнем уравнении 
.можно отделить члены, обусловленные столюrовением с рСЗI\ИМ изме­
нением энергии, а также те, rшторые выражают непрерывную потерю 

энергии. Итак напишем 

<р (iY, ty'; х) = <р0 (F, x)'f (А, Z; А', Z'; х) о (F(x)- Р'), 

т де ер (F, х)- функция, данная в уравнении (8) [1), о-функция соответ­
•ствует непрерывному изменению энергии (мы пренебрегли разбросом 
потерь энергии вследствие пренебрежения чJrенами, содержащими 
производвые более высокого порядrш по Р). ДJrя ~~ находим 

д~ д~ 1 . 2 ( ·) д2~ 
дх = -А дZ + Т cr Х дА2 ' (4) 

!'де мы написали cr(x) вместо cr(F(x)). 
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Нормированнос решение (4), соответствуюн~сс нерваначальному на­
правлению А и нерваначальному смещению Z, nолучается в виде 

t(A, Z; А', Z'; х) = 'Vo (А", Z", х), (5) 

где 

А"=А'-А, 

Z" = Z' - Z- хА; 
(6) 

А"---- изменение направле-ния частицы и Z"- смещение частицы по 
.отношению к ее нерваначальной I{асателыrой; обе величины не зави­
сят от системы координат. Явное выражение для ~о б у дет 

1 {. <Х- А "2 
- 2<Х А" Z" + rx Z"2 

} ~~ 0 (A",Z",x)= ·. V· _ ___ .ехр- 1 2
t.il " ; 

4n L1 1 

-~ 

а 1, = + ~ (х- х')3-'' cr2 (х') dx', k = J, 2, 3. 
() 

В частности, для cr2 (х) = const = cr2 имеем 

cr2 2 
а.,= -,-х, 
и IJ 

Таиим образом 

" ~ 11 JГЗ { 2 (А"2 ЭА" Z" _ 3Z"2
_)} ~о (А , z 'х) = ncr2 _х2 ехр -7 х- xz 1-- хп . 

(9) было дано Ферми (см. [2]). 

(7) 

(8) 

(9) 

Для дальнейших применениИ напишем преобразование Лапласа 
функции ф0 по отношению к А" и Z", а именно: 

-f-ro +со 

Lv.v {~0 (х)}== ~ ~ exp(-f1A''-vZ")ф0 (A",Z",x)dA"dZ"= 
-со-со 

(10) 

Суммируя, мы находим, что в приближении, ограничивающемся 
малыми у г лам и, функция, соответствующая с л у чаю отсутствия стол­
кновений, мож~ет быть записана в виде 

q; (~, !iJ'; х) = q; (F, х) о (Р(х)- F')t\!0 (А'- А, Z'- Z- Ах, х). (11) 

Явное выражение для q;(P, х) дается соотношением (8) jlJ, а для 
ф- соотношением (7). 

4. Далее мы увидим, что при nомощи О-уравнений можно оnреде­
лить nреобразования Лаnласа О-функции (или ее nроизводных) по от­
ношению к nерсмещению nервичной частицы. С физичесиой точки 
зрения nредставляет интерес не столько nреобразование по от­
ношению к nараметрам nервичпой частицы, сиолыш nреобразование 
по отношению ь: nараметрам вторичных частиц. К счастью, сущест· 
ву,ет простая связь между ними, и мы выведем теперь эту связь. 

Обозначим [см. ниже уравнение (14)] 

S 1 (А, Z; А', Z'; х) dA' dZ' 

- среднее число частиц (nроизвольно оnределенных по отношению 
к энергии и тиnу) на глубине х, образующихся от nервичной частицы 

.'\'11 

' . 
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с начальным направлением А и начальным смещением Z. Длн до­
статочно малых значений А, Z и А', Z' можно ожидать с хорошшн 
приближением, что среднее 6 1 должно зависеть толь1ш от величин 
А" и Z", данных в (6). Таким образом мы можем шtПiiC<ITI' 

6 1 (A,Z;A', Z';x)=6 11 (A",Z",x). 

Обозначим преобразование Лапласа от величины 6 0 посредством 

+""+со 

~ \ ехр (-!~А"- vZ") 6 0 (А", Z", х) dA" dZ" = L1,., {60 (х)]. 
-оо -оо 

(12) 

. 
Точно так же обозначим преобразованис Лапласа от величины 6 1 

по отношению 1( А, Z или по отношению к А', Z' посредством 

L~'-" {61 (А', Z', х)} и L,., {61 (А, Z, х)). 

Переменные, ]{ОТорые остаются после преобраэования, I!OIOJ:iatlы 
в сн:обrшх. Выводя эти преобразования Лапласа, будем помнит!,, что 

Находим 

Lv-v {е> (А, Z, х)} = ехр (- (t~ + vx) А- vZ) L1Lv {60 (х)}, 

L1 .. , {@5 (А', Z', х)} = ехр (- (11- vx) А'- vZ') LIL-'·'· ., {60 (х)}. 
(13} 

Тог да имеем 

LILV {@51 (А, z, x)}A=Z=ll = L,,+vx, v {61 (А', Z'' x)}A'=Z'=O· 

Левая часть выражения представлнет производящую функцию момен­
тов распределения вторичных частиц, в то время как правая часть 

выражения представляет фушщию, l(Оторая получается из лашшсова 
преобразования О-уравнения. 

Моменты, прсдставляющие интерес в физическом отношении, по­
лучаются, таким образом, из моментов, которые можно легко полу­
чить из О-уравнения следующим путем: 

д'' <А' 1') = ( -1 )1
' - 1 L1" {61 (А, Z, x)}A=Z=o, ,,=v=o = 

дt.t' 

1 д 1' 1 = (-l)'-д 1, L1,+v.v, v {61 (А'= О, Z' =О, x)} 1,=v=IJ =<А'), 
~ . 

в то время как для моментов Z и Z' 

Аналогично 

, д1' 
<Г'>= -h L!J.v {6l(A,Z, x))A=Z=Q, IJ.=V=O = 

дv 

lt 

<А''' Z'/1!> =] ( l;l) <А'Н-1 zrn-l> I 
1=0 

Мы видим, что моменты по отношению ъ: вторичным части­

цам могут выводиться из моментов по отношению и первичной. 



.522 Л. 5IнOШif 
--- ··--------··-··--··------ -----

частице. В частности, nолучаем, например, для среднего ивадра­
тичного отклонения 

б А ' и Z' .Аналогичным о разом получаем для соотношения между 

<A'Z') = 2х <AZ) + х <А2); 

аналогичные выражения имеют место для моментов более высоi<ого 
поряДI{а. 

Н'а первый взгляд может ПОJ{азаться удивительным, что действи­
тельное отr{лонение (2' 2) больше, чем (Z2)- «отклонение первичной 
чя.стицы>>. Это, однако, тесно связано со следующим обстол:тельством. 
Рассмотрим частицу, !{ОТо рая рассеялась па угол а и смещена на ве­
личину z от своей начальной касательной. Для таr<ай частицы имеем 
(в приближении малых углов) 

А -- N = а, Z + Ах- Z' = z. 

Мы можем сместит'" траекторию частицы как целое в пространстве и, 
в частности, можно ориентировать ее еледующим специальным образом. 

1. Направим начальную I{асатсю,ную по оси х; тогда имеем 

А = Z = О; А' = -а, Z' = - z. 

2. Мы можем направить конечную I<асательную траектории по оеи х; 
тогда получим 

А= а, Z = z -·ах; А'= О, Z' =О. 

Вероятность того, что частица, возниюнощая на векоторой траеr<'гории, 
проследует вдоль нее no всей ее дли11е, зависит ТОЛЬ!{О от формы, 
но не зависит от ориентации этой траеJ{тории. 

Для первого случая та!{им образом имеем 

в то время кш< ДJШ второго СJrучан находим 

(А2) = (а.2) = (А'2), 

(22
) = <(z- ах)) = (z~)- 2х (a.z) + .х2 (а2) = 

= <Z'2
) - 2х (А' Z') + .х2 <А' 2) <;; (2' 2). 

Вышеприведенное уравнение эквивалентно уравнению (13), за иСI<лю­
чением того, что мы вывели его эдесь толы<о для рассеявин еди­

JJичной частицы. 

Первые моменты по отношению к и 

5. Дифференцируя О-функцию по и, мы можем получить различ­
ные моменты распределения. В частности, имеем 

(д:~O(~,S 1';x;u)) =(S1 (~;St,X) (14) 
l U=l 

-выражение, представляющее среднее число частиц на глубине х 
в интервале St. Для упрощения отбросим персменную S1, г де она не 
является существенной, и напишем просто 6 1 (~; х). 
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Кинетическое уравнение, опредеJrнющее €1 1 (i}; х), 1\o!OЖIIO волу- :) 
чить из (32) [1] дифференцированием; получаеы таю11\1 обршюм 1 

где 

и 

где 

... 
IS,(д;х)=а(д;х)+~ \tJ(fY, fY';~)SI((Y';x-~)d~ci'ij', (15) 

IJ ТУ' 

a(fY; х) = \ сr(б, 'J'; х)6((У'; St)ri{S·' 
\];' 

b('(S;, ~'; х) = ~ 'f0J, б"; х) 1:j;'<1)('J", '(S;')clfJ", 
~н 

( 16) 

(17) 

w(l)CfY", &')= lfi1CiY", &') + ~ '1 ~ W,OJ", б', ~.v-1)d~'-1 . (18) 
'l>i ~ V-1 

\\'f(l)- плотность вероптности длп стоJшrrовения, г де пояnляется, по 
меньшей мере, одна вторичная частица (nозможно, первичная) вблизи '(5;'. 

Уравнение (15) дает зшзисимос·rъ изменевин среднего чисю1 частиц 
в произвольно выбранном интервале S't !([!!{ фунrтию х. Коэффи­
циенты а и Ь могут быть найдены из веронтностеii столюrовения 
и из фун!(ций 'f, соотнетствуюrцих случюо без столкновеrrий. 

6. Чтобы вывести формулы, которые могут бы·1ъ использованы 
для численных вычислений, мы должны отделить заnисимасть 6 1 от 
компонент Е, t, А, Z и от в~личины fY. В фунrщюrх, соответствующих 
СJrучшо отсутствия сголrтовений, представленных в (11), зависимость 
от А и Z уже отделена от зависимости от Е (оба множнтелн зависит 
явно от х и t). 

Поперечное сечение стоJJI<новения \V(l) (6, fJ') зависит, кроме F и F', 
от разности А -А'. Далее, посколы<у шшаr<ого внезапного изменс­
пин Z не может возншшуть в результате столюrовенип с резr<им из­
менением энергии, мы можем написать вообще юrн поперечного 
сечения 

W(1)('(5;, 'J') = li';C1)(F, F', А- A')o(Z-Z'). ( 19) 

Пр~::образование Лапласа функции wш по отношению к параметрам А 
и Z первичной частицы может быть написано 

г де мы написали 

+оо 

LILV ( w(l) (F, F')} = ~ w(l)(P, Р', А") ехр (- t~A")dA". (21) 
-·00 

В частности, мы можем использовать обозначение 

(22) 

Последнее является поперечным сечениег.т столю-rовения, усредненным 

по всем углам излучения. 

7. Итаr<, чтобы отделить зависимость от переменных А и Z, возь­
мем преобразование Лапласа выражения (15) по отношению к А и Z. 
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Таким образом, меняя соответствующим образом порядоrс интегриро­
вания, рассмотрим следующее уравнение: 

L11:' {Е\ (F, х)} = L1"" {a(F, х)} + 
х 

+~сд ~ L,".{b(F; {Y';~)}61 ((}';x-~)d(}', (23) 
() (У" 

где мы использовали для преобразования Лапласа, как и ранее, 
обозначение 

+со +со 

L1".{61 (P,x)}= ~ ~ exp(-ttA-vZ)61 (~;x)dAdZ (24) 
- O::J ~ 00 

и аналогичное обозначение длн других фушщий. Существенным в этом 
обозначении является то, что мы пишем после L параметры преобра­
зования всех преобразуемых переменных и выписываем в скобках 
все переменные, которые не были преобразованы. Существенной осо­
бенностыо является то, что мы -берем преобразования Лапласа по от­
ношению к параметрам первичных частиц и сохраняем S1 фиксиро­
ванной. Этот прием ведет I< математичесrш более простым выражениям,. 
чем преобразованин по отношению r< конечным значениям. 

Преобразование Лапласа от а может быть вычислено следующим 
образом: применяя преобразование к обеим сторонам (16), при помо­
щи (11) и (13) имеем 

L11-• {а((}; х)} = 

= 'f (F, х) ~ о (F(x)- F') L1L-v.v, " { ~u(x)} ехр {- (tt ·-vx)A'- vZ'} ll({Y'; Sl) d{Y'. 
\)1' 

Интегрирование по F сводится к замене F' на F(x); интегрирования 
по А' и Z' дают преобразование Лапласа разрывной фунтщии Ь. 

Итак мы имеем 

Примем теперь, чrо интервал S1 является очень узким по отношению 
к переменным А' и Z'. Таким образом мы ограничиваем интервал S1 
так, чтобы он содержал только значения 1 А' 1 <;: 1/ 2 llA и 1 Z' 1 ~ 1 / 2 llZ, 
т. е. направлениями, почти параллельными оси х, и частицами, движу­

щимиен nочти вдоль оси х. Тогда находим при условии пренебрежения 
членами высшего порядка относитеJIЬ!IО дА и llZ 

и полное выражение для преобразования есть 

L!J.v {а (F, х)} = 'f (F, х) LIJ.-v.v,, {~0 (х)} ll(F(x), Sl) llAllZ. (25) 

Второй член (23) может быть преобразован аналогичным образом. 
Применяя преобразование L 11,, к (17) по отношению к А и Z, на­

ходим при помощи (11) 

L11-v {Ь (F; ~'; х)} = ~ L11-• {rr:(F; ~"; х)} W(l) (~", 'iJ')d{Y"= 
'iJ'' 

= 'f (F, х) L(J.-v.t· { 1~0 (х)} ~ о (F(x)- F") ехр {- (t.t- 'IX) А"- vZ"} Х 
'iJ" 
х w(l)(б",'iJ')d<Y". 

., . . . 
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При помощи (20) получаем далее 

L1,., {Ь (F'; \У'; х)} = 

= 'f (F, х) Lf,_,_,., ., {·~о (х)} L1,-,_l, {\i/ 11
) (F (х), Р')} ехр {- (lt - 'IX) А' - ,,z'). 

Вводя последнее выражение n (23), получаем длн преобраэованного 
уравнения при помощи (25) 

L 1,, {®1 (F, x)l =ер (F, х) L1,+,,,.," {•~ 0 (х)) д (F (х), S1) ilAL\Z -+ 
r 

+ ~d~ ~ rp(F, ~) lrJ.!,~.-,{•(o(~)} L 1,+·•~{W(L)(F(~), F')} Х 
о f" 

(:Ш) 

Коэффициенты н nышенринеденном уравнении могут быть выражены 
череэ поперечные сеченин стоJшrювенин, таким образом это уравнение 
позволяет определить преобраэовнние Лапласа величины ®1 посредством 
ступенчатого интегрирования по х. Чтобы вывести из (26) хоренпо 
известные формулы, разделим уравнение на L\AL\Z и внедем 

®1 (б; х) / L\AilZ = f5 1 (F, х). 

Последнян функция выражает шютность частиц вблизи А' = Z' =О, 
образующихся от первичных частиц, падающих в направлении А и 
-со смещением Z. 

Кинетичес[{ое уравнение длн среднего числа частиц может быть 
наnисано, если заменить 1• на 1•- 'IX 

х 

+ ~ d~ ~ 'f (F, ~) LIJ.-'(x-~>., {•~о (~)} LIJ.-,(x-ё.) { WU) (F (~), F')] Х 
tl !" 

х LIJ.-Ф·-;> {f5 1 (F', х- Щ dF'. (27) 

8. Выведем из вышеприведенного уравнения несколько хорошо 
известных формул. 

Положим 1• = v =О и напишем 

L 00 {~1 (F, х)} = §1 (F, х); 

ПОСI<олы<у L 00 {'fo (х)} = 1, находим 

~1 (F, х) = '? (F, х) ~ (F (х), S1) + 
х 

+ ~'f (F, ~) d~ \ w<t> (Р (~). Р') (;1 (F', х - ~) dP'. 
u F1 

(28) 

Вышеприведенное ураннение мог л о быть вьrведено прямо из О-урав­
нения (26) j1 ]. Уравнение (28) зависит толы<о от двух переменных F и х 
н может быть проинтегрировано численно. 

В литературе подробно рассматриваются следующие случаи, кото­

рые содержатся в (28): 
Непрерывная потеря отсутствует, т. е. F(x) = F. 
Полное поперечное сечение столкновений не зависит от энергии. 

Таrшм образом 

1vc1
> (F, Р') = ~ w<I> (;) = 1 wcl) (~, t, t'); 
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в последнем случпе 

11 

''? (F, х) = ехр [-С( (t) х} 

{
1 если первичная частица в пределах s[, 

D.(F(x), S1)= ' 
О, если лервичная частица за предеJшми S1• 

Умножая (28) Шl выражение ехр (С( (t) х), дифференцируя по х 
и умножая после дифференцированиj[ на выражение ехр (-С( (t) х), 
мы находим 

N 

c'g1 (Е, t, х) __ ,, (t) ,, (Е:с t ,-) _1_ )1 \ 1v;(1) (Е' t' t) а (Е· r tr '') d cr 
) . - v. -~]_ ' .. , Л· г .L...J J ·V Е ' ' ' .' _..1] _, ' ,- ' л J..;. • 
(Х f' =1 

(29) 

Вьшrеприведенное уравнение представляет систему N одновременных 
уравнений, которые получаются, если положить t = 1 ,:!, ... , N. Для 
далыrейшсго упрощения прнменим преобраэования Меллина по отно~ 
шению !{ Е. 

Напишем1 

со 

M_,{,~ 1 (t, х)} = ~ Е'._ 1 В 1 (Е, t, x)dE 
1! 

и введем 

со 

~ c·''W'(s, (, t)ds= a(s, {, t). 
11 

Тогда 
со 

~ Es-2 \\'7( 1 )(~:, t',t)dE= Г''-1а(s, t', t). 
() 

Таким образом преобразование Меллина выражения (29) б у дет 

N 

:.~:М,, {51 (t, х)} =-= _L (-С( (t) о ·+а (s, t', i)) Ms { {; 1 (t', х)}. 
t'•=l 

В частности, рассмотрим два случая. 
Н у к JI о н н ы й I{ а с кnд. При пренебрежении разницей М'с'жду 

нейтронами и протонами у нас будет только один пид частин и мы 
можем. опустить все :таченин t; имеем 

<7.-с М.,. {~ 1 (х)} =(-С(+ а (s)) Ms {~ 1 (х)], (30) 

г де для упроще.нин на11исапо а (s) вместо а (s, 1, 1 ). Из (3()) лолучием 
[замечая, что о. =а (О)] 

Ms { ~ 1 (х)} = М,, { '3 1 (О)} ехр ((а (s)- а (О)) х). (31) 

Предположим теперь, что интервnл S1 содержит чпстицы с энер­
гией, превосходящей единицу. Тогда 

1 Когда мы применнем преобразовапнс MeJI.i!IIHa по птrюшсш1ю 1\ энсрt·:т нср­
IНIЧIЮЙ частицы, ипте1·раJJ, представлнюший нрепбраэовпннс, C.YllLCCrвyQT дт1 oтpt!Пil· 
тельных ~начсний s. Гlри обычной тр:штоВJ\С прсобраэованис бсрстсн по отвошснию 
к коне 'ПIЫМ энергиям, и рассматриваются лоложительные зна чсния s. 

. ! 

1 , .. 
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Применян обратное преобразование Меллина nщ)ажснин (:31 ), получим 

s,+ioo 
l t' [Г 8 

~i 1 (E',x)= 21,; J ---sexp[(п(s)-a(O))X}(is. (Э~) 

S 11 ~ico 

Последний интеграл может быть вычислен приближенно посредспю~I 
метода перевала. Находим таким образом хорошо известное прибли­
женное параметрическое представление 

где 

схр ((а (s) - а(О)) х} 

Е' ~/-2~( 8~ -га"(s))' 

Х= 

l 
а' (s)- s 

!н ь· 

Подобные выражения получаютсн для эле1сгрошю-фотонного касrшдн 
с лрименснисм асимптотических полеречш,Jх сечений и в лреJJебреже­
вии потерей на ионизацию. Обозначим для электрона 1 = 1 и ДJШ фо­
тона t = 2. Мы тогда должны вставить для \tiv(E1 , tp ... , f.'v, iv) сле­
дующие значения. 

а) Элеrпрон образует фотон: 

W2 (E, 1; Е1 , 1, Е2 , 2) = W2 (f:, 1; Е2, 2, Е1 , 1), 

что рпвно половине поперечного сечения для иэлученин фотона с энер­
гией Е2 эле!{троном с энергией Е, TI:JI{ что энсргин электрона умеJн­

шается до Е1 • 
б) Фотон обра<~ует электронную пару: 

tY:72 (E, 2; Е1 , l, Е2, 1); 

это равно половине поперечного сеченин образоnаJIИН пapr.r cjJOTOJIOM 
с энергией Е, когда один иа элеr{тронов получает энергию Е1, а дру­
гой электрон- энергию Е2 • 

Таким обрааом, согласно (18), имеем 

w-<tJ (Е, t; Е', t') = 

rw<1J(E, l;E', 1)=2~tV2 (E, 1; Е', 1, Е2 , 2)dE2 пpиt=l,t'=1. 

JW\1\E, 1; E',2)==2~W2 (E, 1; Е1 , 1, Е', 2)df:'1 пJ.шt=l,t'=2. 
= 1 (:34) 

1
w<1J(E, 2; Е', 1)=2~\172 (Е, 2; Е', 1, Е2 , l)ciE2 пpиt=2,t'=l. 

~ 117(1) (Е, 2; Е', 2) =О при t = 2, t' = 2. 

Поперечное сечение длн t = t' = 2 равно нулю, пocr{OJIЫ{Y не проис­
ходит никаких процессов, в !{Оторых фотон образовывал бы другой 
фотон. Вставляя в (34) известньrе поперечные сечения, мы получаем 
хорошо известное выражение длн среднего числа частиц в элеr{Тронно­

фотонных ю\сr<адах в так называемом <<А-nриближении>>. 
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Пространствеиное распределение 

9. Сначала рассмотрим среднее угловое раснределение. Вследствие 
симметрии углов рассеяния первые производвые Lr1.v {•~ 0 (х)}, а также 
L,L r w<1) (Р, F')} равны нулю ДJ!Я tt = v =о. Поэтому, дифференцируя 
(21) по tt или •1 и вставляя затем 11 = v =О, получим 

~I1 (Р, х) = ::\1 (Р, х) =О, 

где 

~~~ (Р, ( 
.,,, 

- - о r~;) .... х)- -. -1 L,L-vx, v L"'l (F, 
др. ' 

g,, (F, ( 
al! 

х) = дv'' LiJ.-vX, v { ~1 (F, х)}) . 
/IJ.=V=O 

Таким образом получаютот уравнения для nторых произnодных. При 
помощи (10) имеем (мы пишем о:~(х, t)вместо а.3 ): 

l).f2 (P, х) = 9(F, x)a.:J(x, t)L\.(F(x), S1) + 
-~ 

-+- ~d~~ 9(F, ~){let:1 (~, t) W(1)(F(~), F')-j-A<1\F(~). F')] ~ 1 (F', х-~)+ 
о Р' 

где 

+ ~ty<1)(F(~). F')~2 (F', x-~)}dF', 

А<1 ) (F F') = ( д
2 

L { W(l) (F P')·r) 
' дi.L2 iJ. ' J /1.=11 

(35) 

- среднее квадратичное угловое отклонение при стоJшrювении с 

резким изменением энергии. 

Уравнение (35) является rошетическим уравнением, выражающим 
{:реднее квадратичное у г л оnое отклонение в общем случае. Перейдем 
теперь r< частным случаям и рассмотрению частных решений (35) при 
.следующих ограничениях. 

1. Углы излучения не учитываются, т. е. 

А<1 ) (F, F') =О 2• 

2. Отсутствует непрерывнан потеря энергии, т. е. Р(х) = F. 
3. Поперечное сечение рассеяния является таким, что 

а3 (х, t) = (cr} / Е2)х !см. уравнение (8)]. 

При этих ос.обых условиях мы можем написать 

cr~, ехр (-а (t) х) 
1)!2(Р,х)= н~ 51 (F, О)+ 

х . 

+ cr~ ~ ~ ехр {-а. (t)(x- ~)} (х_; ~) w<1
) (Р, F') ~~ (Р', Е) dF' + 

о F' 

х 

+ ~} ехр {-a.(i)(x-~)} W(1)(P, P')9.l2 (F', ~) dF' d~. 
о F1 

Последнее уравнение может быть умножено на выражение exp(a.(t)x), 
продифференцировано и умножено на выражение ехр (-а. (t)x), после 
чего получим 

2 Это приближение применяется, как правило, в случае :~лектронно-фотонного 
·нас.када. Недавно [3] изучмюсь уГJювое распредеJiепие нyi<JIOIOIЫX юtскадов, основап­
:ное на рассмотрении углов излучения. 
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cr2 { +Е::, ехр(- C!.(t)x) ~ 1 (Р, О)+ 

.~ 

+ ~~ ехр (а, ~) },., t\7U>(P, F') б 1 (Р', E)tiP' d~}. 
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При помощи (29) мы можем объединить члены в фигурных сJ<обках 
и получить 

дvf 2 ь:· х) =-а. (t) 51!2 (Р, х) + ~ 1\7<1\F, Р') 51!2 (Р', х) d?' + 
F' 

(36) 

Уравнение (35) является неоднородным уравнением, соответствующим 
(29), и решение (36) может быть nредставлено через решения (29). 
Действительно, nользуяс.ь преобразованием Меллина уравнения (36), 
находим 

N 

%xMs{51!2(t, х)}= lj(a(s, t, t')-~tt'i7.(t'))Ms{\2{2 (t', х)}+ 
t' =::::.1 

Решение последней неоднородной системы дифференциальных уравне­
ний nолучается в виде 

N х 

Ms {12!
2 
(х, i)} = ~ ~ М8 { ai'') (х- ~')} Ms-a { ?, 1 (t', ~)} d~, 

f' ==1 о 

г де §~') (Р, х) для фиксированного значения t' есть решение (29) со 
следующим начальным условием 

а_,1< 1 '> (F, О)--- a
1
<t>'(E, t О) ::: ~" ~ ' = vtl' vz,. 

Преобразование Меллина может быть обращено, и мы nолучим сле­
дующее явное выражение: 

N х . 

51!
2 
(Е, t, х) = 2.j ~ ~ §r'> (;, , t, х- ~) ?J1 (Е', t', ~) ~~: d~. (37) 

t'=l u Е' 

Последнее выражение было дано впервые Нордгеймом. Интересно 
проинтегрировать вышеприведенное выражение по х от пуля до бес­
r<онечности и таким образом вычислить угловое отклонение, усред­
ненное по всем глубинам. Получаем 

2 ЖЭТФ, J'l', 5 
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Смещения 

10. Для того чтобы получить уравнение, дающее среднее квадра-· 
тичное отклонение частиц ливня, мы должны взять вторую произвоk 

ную от (27) по ·; и положить tt = v =О. Находим 

22 (F, х)= ep(F, .х)о:1 (х, t)!1(F(x), St)+ 
.х 

+ )cp(F,~) ~ w<1J(F(~). F'),8 2 (F', x-~)dF'd~+ 
\) f'' 

х 

+ ~ер (F, ~) ~ {(о:з (Е, t)(x- ~)2 + 2о: 2 (~. t) (.х- ~) + о: 1 (~, i) w<1
J (F(~}. F') + 

n F' 

Решение вышеприведенного уравнения в тех же приближениях, кото­
рыми мы пользавались выше, имеет вид 

N х 

22 (Е, t, х)= h ~ ~5it'J (f,, t; х-~)51 (Е', t', ~) ~~: ~2 d~dE'. (38)1 
1=1 1! Е' , 

Вторые моменты по отношению к 11 

Для второй производной О напишем 

где 6 2 (F, х)-среднее квадратичное число частиц в интервале 51 Jщ 
глубине х, образованных первичной частицей с энергией Е и типа t, 
Рассматривая эти моменты, мы пренебрегаем поперечным распределе­
нием ливня. По аналогии мы можем написать 

( д20 (Р; sl'; х; tt) )' = 6 .(F S S ) 
, lд т Il ' J, fll> х' 

' (J/l ll !1=1 

г де е;1 представляет собой среднее значение прошшедения числа 
частиц в интервалах St и Sm. Соотношение между этими числами, 
выражается посредством 

I{(F, St, Sm, x)=e;~(F, Sr, Sm, x)-S1 (F, Sr, x)61 (F, Srn, х). 

Для простоты, там, где это допустимо, опустим выраженин для 
интервалов. Таким образом напишем просто 

Дифференцирун О-уравнение (26) работы 11 ] дважды по щ и полагая 
затем 11 = 1, находим 

х ,, 

= ~ ~ ~ ер (F, ~) w<2
) (F(~), F', F") @J1 (F', х- ~) S 1 (F", х- ~)dF'' df" + 

о F' F" 
.t' 

+ ~ ~· 'f (F, ~) w<1
J (F(~), F') S2 (F', х- ~) d~ dF', (39} 

о F' 

.. 



_________ И~ссл__:_ед::.::о-=:.n=-:ш~н=-:Iн__:п.:..:::_о теорип Iш_c_к_aд_o_IJ._II ________ [,;>, 1 

где 

\\7(2)(F, F', F")= t\'12(F, F', F")+ S(v :.: 2
)' ~ W1"+ 2 (F, F', F", fYv)d75:'. 

v>o \ .... 3v 

Вышеприведенное уравнение может быть решено численным интегри­
рованием при условии, что уже известны первые моменть1. Решение 
может быть зап.исано явно для однородного уравнения длн случая 
отсутствия непрерывной потери энергии. Действительно, предположим 

F(x) = F, 'f(F, х) = ехр (- a.(t)x), (40) 

W (F F , '" :l ( F' F" ) 
2 ' ,F )= F2'lV ·-р· F' t, t', t". (41) 

Из (40) следует, что мы можем применить вместо (26) [1
] уравнение 

(27) [1]. Таким образом мы можем написать 

:х ГЬ2 (F, х) + а. (t) 152 (F, х) = ~ w<1
> (F, F') @S 2 (F', х) dF' + Q (F, х), ( 42) 

Р' 

где 

Q(F, х)= ~ ~ w<2)(F, F', F")rEJ1 (F', x)CS1 (F", x)dF' dF". (43) 
f" !'" 

Мы видим, что вышеприведенное неоднородное уравнение соответствует 
однородному уравнению, описывающему изменение 6 1 (F, х). Неодно­
родный член содержит первый момент, а второй момент легко можно по­
лучить, если известен момент первого порядка. Легко видеть, что таким же 
образом можно получить моменты п-го поряДI{а посредством моментов 

степеней меньших, чем n. 
Преобразование · Меллина уравнения (42) можно написать 

N 

( :х +а. (t)) Ms [!52 (t, х)} = S Гь (s, t, t') Ms (!52 (t', х)} + Ms ( Q (t, х)}. 
i'=l 

Решение вышеприведенного уравнения получается обычным путем. 
Находим 

N х 

Ms {rEJ
2
(t, х)} = h ~ Ms {®1 (t, t', х- Щ Ms {Q (t', Щ d~, (44) 

t'=l о 

г де 6
1 
(t, i', х- ~) относится к тому решению однородного уравнения 

(39), которое удовлетворяет начальному условию 

Ms {SI (t, t'' х =О)}= { 01 ,' еессллии t = t'' t =/= t'. 

Та1шм образом 151 (Е, t, t', х) есть решение, г де 

Мы можем применить к ( 44) обратное преобразование Меллина; получаем 

Nx Е 

С С (Е ) dE' E
2
(t, х) = р Jd~ J 6 1 Е', t, t', х- ~ Q(E', t', ~)gd~. 

t =1 11 о 

(45) 
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Наrюнец, nри nомощи определений (~ получаем явное выражение 
для второго момента, а именно 

N --"· оо оо оо 

Е5 2 (Е, t,x)= ~ ~d~~ ~ ~ 6 1 (::, t, t',x-~) U7(2>(E', t'; Е", t"; Е"', t"')x 
t'' t", t"'=l u о о о 

Последнее выражение интересно по форме, однако оно не подходит 
для практичеСI<ИХ численных расчетов. Удобные для расчетов формулы 
получаются, если ввести выражения для nервых моментов в (44) 
и произвести над ним обратное преобразование Меллина, вычисляя 
его посредством интегрирования методом перевала. Различными авто­
рами проведсны доволыю тру доеМI<ие вычисления в этом направлении. 

ПРИЛО)НЕНИЕ 

Ниже приводятся некоторые численные результаты, которые были 
получены и опублиi<ованы ранее. Приводимые здесь резуJiьтаты относят­
ся к таr< называемому <<А-прибJiижению>> теории электронно-фотонных 
каскадов. Это приближение рассматривает толы<о столюювения элеюро­
нов с излучением фотонов и образование электронных пар фотонами. 
Соответствующими поперечными сечениями являются: поперечное се­
чение для образования фотона с энергией в интерваJiе Е', Е' + dE' 
первичным электрономlс энергией Е на пути dx 

2w (Е 1. Е' 2 Е 'Е' 1)- Н(Е E')E'liE' 'dx • 
2 ' ' ' ' -~ ' - ' ~ С (Z) ' 

(46) 

далее, поперечное сечение для образования пары электронов фотоном 
с энергией Е на пути dx, причем один из электронов имеет энергию 
в интервале Е', Е' + dE', которое дается выражением 

2W2 (E, 2; Е', 1, Е-Е', 1)=2Н(Е', E)d:'c~~), (47) 

где 

Н(Е, Е')= 1-(+ + rлo)(ff,- :,: ); 
1 

rл0 = -----=- (принимается равной 0,0246 в ходе вычислений), 
9\g 183.z-'/a 

1 4NZ2 2 -•;, 
с (Z) = 137 r 0 ln (183Z ), 

r0 = е2 1 mec2 (классический радиус электрона= 2,8·10-13 см), N- число 
атомов на I<аждый см3 поглотителя и Z-его атомный номер, С (Z)- так 
называемая r<асr<адная единица. 

Поперечные сечения ( 46) и ( 4 7) представляют собой таr< называемые 
асимптотические поперечные сечения, действительные для 

Е (Е- Е') 1 Е':::?:> 137mec2 Z'"""'1•. 

Из вышеприведенных поперечных сечений можно вывести уравнения 
ДJIЯ иреобразований Меллина средних чисел [см. уравнение (31) для 
N = 1; анадогичные ВJ:>Iражения могут быть выведены из (29) для N = 2 
в случае электронно-фотонного каскада]. Особая трудность в рас­
смотрении электронно-фотонного r<аскада состоит в том, что поперечное 
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сечение для излучения фотонов расходится для маJIЫХ значений Е'. 
Эту трудность можно преодолеть путем векоторого предельного 
перехода. Можно покnзnть, что при обрезании поперечного сечения 
при малых энергиях получаегся выражение, которое сходится 1< onpe· 
деленному пределу, когда область обрезавин энергии безгранично 
уменьшается. 

Находим таким образом (подробности см., например, ['1], стр. 213) 

( 48) 

(49) 

где Q (в,~)- среднее число электронов на глубине~ каскадных единиц 
с энергиями> sE, образованных первичным электроном с Эtiергией Е. 
Аналогично P(s, ~) -- среднес число фотонов с энергиями, прсвосхо­
дюцими rzE, образованных подобным же обр::шом. Далее 

А= ( ~- + et.0 )\ (о/(8) -Ч!' (1)) + .i...- 1 
• 1J!'(s) =.!!.. Jп(s ') ,:\ З 8 (8 + :1) ' ' t/8 ' ' 

B-')(l (4 ) 1 ) -~.s-\З+cro (s+l}(8+2) ' 

С= 811 +(-1 + cro) s (s 
1 

J)' 

7 1 
D=о-тао; 

а1 , а2 - решения уравнения 

I

A-a 
с 

в \ 
D-a 

=0. 

Наконец, ~ = х 1 С (Z)- ГJiубина в каскадных единицах. lg Q и lg Р, 
вычисленные из ( 48) и ( 49) посредством интегрирования методом пере­
вала, nо казаны па рис. 1 и 2 (взятых из [4

], стр. 397 и 398). 
Рассеяние частиц на фиксированной глубине может быть выражено 
в том же самом приближении, r<ак описано выше. На рис. 3 (ер. [5

]) 

дана зависимость cr(1.1.1) 1 (n2 + n) от( для различных энергий. 1i- среднее 
число элеr{Тронов с энергией> sE, образованных первичным электроном 
с энергией Е на глубине~. и n2 - среднее квадратичное число эле!{Тро,. 

нов в подобных же условиях. ДaJree 

(для распределения Пуассона cr(1. 1,1) = 0). 
Рис. 3 nоказывает, что при условии, если рассматриваемые энlргии 

не слишком близки к nервичной энергии, флуктуация имеет МЮ1Имум 
на некоторой глубине ~0 , nри этом cr<1• 1• 1J ,:::::; О и флуктуация имеет тот 
же порядок величины, каr< и в распределении Пуассона; на большей 
и меньшей глубине флуктуации превосходят флуктуацию Пуассона. 

На рис. 4 дан~ ~ависимость c;Cl. 1 • 2) 1 ёiип + n,) от ~. r де т-- среднее 
число фотонов, rnn- средняя величина произведения числа электро­

нов и фотонов, и cr<1• 1. 2)= nm- nrn- r<оэффициент I<Орреляции электро-



534 Jl. Я.нощн 
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Рис. 1. Среднее число э;юктронов Q0 с энергией, боJrьшей Е, образованных 
первичпым ЭJiеi('!'роном с энергией Е0 • ГJiубипа ~ измернется в каскадных еди­

ницах. Зна ченин е: = lg (Е0 1 Е) уr\азаны на I<ривых 
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Рис. 2. Среднее •шсло фотонов Р0 с энергией, большей Е, образоuанных элеi<­
троном с энергией Е0 (((А-приближение>J). ~-глубина в каскадных едини­

цах. Значепин е:= lg (Е0 1 Е) указаны на кривых 
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нов и фотоноn. Как видно из рис. 4, корреляция равняетсн пулю 
лри Со, но длн меньших ИJIИ больших ГJiубин она положительна, 
исключан случаи высоких энергий и малых глубин, где она отрица-
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Рис. 3. Стандартное отк;юнепие. Зависи­

мостi, I<оэффпцнента crU· 1• 
1

) in2 + fi.) от 
глубины ~ (в I<асi<адных единицах) длн раз­
;шчных энергнй. Значении -lg Е указаны 

на кривых 
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Рис. 4. Коэффициент корреляции. Зависи­
мость коэффициента с/1 • 1 ' 2) / (iznl + n) ОТ 
I'Jiубины ~ (в каскадных единицах) ДJJЯ раз­
JIИЧНЫХ энергиИ. Зна<Jения- lg ~ уiцJзшiы 

на кривых 

Рис. f>. Зависимость поперечного 
распределешш ;швней от энергии 

тельна. Сравнение рис. 1 и 2 с рис. 3 и 4 ЛОI<азывает, что глубина С0 , 
на J{оторой вторые моменты имеют минимум, совпадает с маi<симумом 

соотnетствующих первых моментов. 
Интерпретация вторых моментов дана в работе [5

]. 
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На рис. 5 воспроизведено среднее квадратичное поперечное распре­
деление эJrсктронов в Jшвне, взятое из [G] (ер. таюке [7]). Вычисление 
при этом основано на <<А-nриближении>> и распределение, связанное 
с углами изJiучения, не учитывается. Таким образом рассматривались 
толы<о эффекты упругого рассеяния элеюронов в атмосфере. Кроме 
того, изменение плотности воздуха с глубиной татоке не учитывалось. 
Рассеяние, таким образом, опредеJiено по формуле, эr<вивалентной (38) 
настоящей работы. 

Рис. 6. Поnеречное распределение ливней n воздухе. fJрнмые линии дают 
ыестп постоянного распределения в персменных Jg (En 1 Е); ~. ПОI<азаны т:шже 

лпшtи, соотвстстnующне постоянному размеру ливней (Q = 1, 102 , 104 , 106 ) 

В этом приближении среднее квадратичное откJiонение частиц 
с энергией > Е дается в виде 

З2(Е0 , ~) = <Z2 > = Ai (~У каскадных единиц, где 
Е1 = 2·107 eV. 

А1 rшr< функция энергии и глубины показапа на рис. 5 ДJIЯ ~ = 14 
и ( = 25, а таюке на рис. 6 для: различных энергий и глубин. Как 
на рис. 5, так и на рис. 6 дано также число частиц, связанных ·:с 
отклонением, характеризуемым величиной А1 • 
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ВАРИАЦИИ ИНТЕНСИВНОСТИ КОСМИЧЕСКИХ ЛУЧЕй 
И РОЛЬ МЕТЕОРОЛОГИЧЕСКИХ ФАКТОРОВ 1 

Л. И. Дорман, А. И. !(узьмин, Г. В. Тлнутова, 
Е. Л. Фейнберг и 10. Г. Шафер 

Дано краткое ИзJюжение результатов экспери1ментального н теоретического изуче· 
ння ВJIИЯШШ метеорологических факторов на на1блюдnемую (на уровне моря) интен­
сивность жесткой компоненты космических лучей. Показано, '!ТО, зная распределение 
1~1Мпературы а11мосферы над точкой пабюодешш, можно У'Штшнпь мстеорологи•IесiшЙ 
фаК'ГОр С 'Г0 11НОСТЬЮ ДО 0,1-0,2% В ИнтеНсИВНОСТИ КООМИЧССЮ!Х лучеii (прИЧСIМ ОСТШО· 
щеесп расхождение лежит в ,пределах погрешностн данных rметеорологичесJюrо зонди· 

рования). 
Оказывается, что (с этой точностью) сезонные вариации иптенсишюсти жесткой 

компоненты поююстью обуславливаютсп метеорологнчесiшми факторами. Суточные из· 
Менепия этими факторами существенно маскируются. 

Изучение вариаций интенсивности космических луч:ей представляет 
значительный интерес. Во-первых, некоторые из них обусловлены изме· 
нениямн в земной а11мосфере, и поэтому отсюда можно извлечь сведе­
ния о харакгере взаимодействия Jюсмичеоi~их лучей с веществом, о при· 
роде частиц в космических лучах. Во-вторых, надеж:но исключив эти 
вариации геофизического происхождения, мо:жно получить сведения, не­
обходимые для выяснения вопроса о механизме и месте генераций кос­
мичесюrх лучей. В-третьих, знание характера связей вариаций интен­
снвнос1Ч1 космических Jrучей с солнечной деятельностью, е со·стоянием 
магни·шюго поля Земли и колебаниями метеорологических параметров 
поможет дальнейшему изучению этих явлений. 

В 1928 г. Мысавекий [1] открыл баро.:метрический эффект, оказав­
шийоя убедитеJIЫIЫМ под11верждением внеземного происхождения косми· 

чеоких лучей. Это была первая работа в СССР по изучению вариаций 
интенеивности космических Jrучей. За посJrедние год1.:1 при изучении это· 
го вопроса был получен ряд теоре11ических и экспериментальных резуль­

татов; изложение некоторых из них составляет основное содержаниG 

настоящей статьи. 
Изучению чаще всего подвер·гается жесткая компонента космиче· 

оких лучей. К: числу перtио~дичееоких колебаний ее интенсивности отно· 
сятся 11-летние (вековые), сезонные (годовые), 27 -дневные (месячные) 
rИ суточные колеба:ния. СезоНiные вариации в пред·елах северной части 
СССР ~Щостигают 5%, остальные (кроме вековых) на nорядок слабее 
(измеряю11ся десятыми долями процента). Как для объяснения взюrмо· 
действия с а11мо;сферой, так и для проблемы происхождения космнче· 
ских лучей ватно, прежде всего, выделить вариации интенсивностй 
жесткой ,компоненты Iюсмических лучей, связанные с метеороло·гиче­
СI~ими ИЗМеНеНИЯМИ В ЗеМНОЙ атмосфере. 

В 1937 г. БJIЭti{iкeт (2] указал на существованне наряду с баромет· 
рическим температурного эффекта для мезонов, оводящегося по БлэJ\• 

1 Дол.0жено на Совещании по физике кос.мичес.ких лучей в 'Мос~ве 13 июня 1952 r, 
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кету к тому, чт-о при нагреnании атмосферы (например, летом) она 
расширяется, уровень генерации мезонов при этом поднимается. и рас­

пад мезонов увеличивается. Этим можно объяснить порядок величины 
наблюдаемых я·влений на уровне моря. Однако в последующих зарубеж­
ных экюпериментальных работах р-5 ] и многих других более рапних 
(число Iюторых измеряе11ся десятками) на ос:нове т:очных многолетних 
измерений вар:иаций ин'Генсивrюсти жесткой компоне!Нты космических 
лучей делались безу;опешные попю%и путем уточнения температурного 
эффекга объяснить сезонные изменения интенсивности Iюсмических лу­
чей метеорологичесi<ИМИ эффектами. 

В нас1'оящее время этот вопрос в зарубежной литературе чрезвычай­
но запутшн. Достаточно оказать, что в обзоре 1952 г. [6], например. в 
·статье Долбира и Эллиота, показывается, что в сезонных вариациях 
после учета раопада мезо1но,в будто бы остается ·столь же сильный 
сезонный эффект обратного знака (та·к называемый положительный тем­
пературный эффект). Эффект та1Iюго знака действительно должен по­
..лучаться, если учесть конкуренцию между распа.дом и захватом '1"(-мезо­

нов, порождающих tt·Мезоны, но ан должен быть в несколько (до трех) 
раз меньше вычисленного э11ими а1вторами и в работе [4] из наблю­
дений. 

Однако весь вывод о том, что учет распада мезона не устраняет 
·сезонного эффекта rи даже усиливает его, I<а'к мы увидим, основан на 
недоразумении. Эначитеш:>ную роль в создании такого недоразумения 
играет следующее о6стюятельство. 

Метеорологичесиме эффеrGты обычно с-водятся к двум: бароме11риче­
·скому (~простое у.величепие поглощения мезонов при росте маосы веще­
ства над установкой) и температурному (сдвиг ypo1BI-JЯ генерации мезо­
нов при изменении температуры атмосферы). При расчете температур­
ного эфф(я"та возникает вопрос: какую температуру атмосферы здесь 
·следует учитывать? Между уровнем моря и уровнем генерацiи-r темпе­
ратура атмосферы различае11ся на 60-80', и изменения ее на раЗiных 
уровнях нео~динааювы. Так, на уроБне моря летом 11еплее, чем зимой, 
на уровне же генерации в ряде мест земного шара (Англия, Северная 
Америrш) летом холо,днее. На уровне моря в Сибири холо.цнее, чем на 
экваторе, а в стратосфере- теплее и т. п. 

В ряде работ при расчете температурпота эффекта делались необос­
нованные попьпжи выч~ислить так называемый «единый» температурный 
коэффициент из изменения температуры приземного слоя атмосферы, 
или, наоборот, ее стратосферной части, или средней из этих двух тем­
ператур, или средней из температур неК0110рой части атмосферы. При 
э1юм получались взаимно противоречивые результаты. 

Между тем вопрос, как было показапо еще в 1946 г. [7], допуокает 
простое и общее решение. 

Прежде ;всего, ·следует обратить внимание .на то, что кроме баро­
метрического эффекта и эффекта сдвига уровня гыщрации мезонов есть 
еrце один столь же сущесТiвенный эффект: время жизни мезона зависит 
от его энергии. Поэтому вероятность распада р(lстет по мере прибли­
жения мезона к Зем,Тiе из-за ионизационных потерь. Весьма суi•ествен­
но, где- в начале или в конце пути - мезон потеряет эту энергию. 

Другими словами, вероятность дохождения до Земли меннется при 
перераспределении масс даже при rюстошшой высоте уроюш гене­
рации. Поэтому учет неравновесности .атмосферы при анализе экспери­
мента обязателен. 

Учет изменения метеорологических факторов, кш( может быть 
легко показано, в действителыюети определяется для вертикального 
потока мезонов следующей формулой, в которой мы пренебрегаем 
.лишь размазаниостью уровня генерации и конкуренцией между распа­
дом и захватом 1r-мезонов, порождающих ~~-мезоны [7); 



Вариации инт-енсивности КОСМИ'!. лучеii и роль метеорологаrrесю1х факrоров .1:\[) 
~~·-·---··----~->--.------------------~ .. --~------~-----·-·. 

(1) 

.Здесь N~- вероятность до хождения tL-мезопов до точrш наблюдения 
и oN~- ее изменение; oh0 - изменение давJiенин в точке наблюдения; 
h1 - давление в точi<е генерации, где ИIIШYJIЬc частицы р1 ; а- иони­
зационные потери на г/ см2 воздуха; 8 T(lz')- изменение температуры Т 
в точr<е с давJiением h'; А, В- коэффициенты, зависящие от массы 
.1~-мезона т, его времени жизни в покое "о, температуры и плотности 
воздуха в точr<е набшоденин p(/l0), 

В формуле (1) первый член ее дает барометрический эффект, rю вто­
ром же заключено СЛО')ЮIОе Dлияние изменений температуры в неравно­
весной атмосфере. 

В 1949-50 г. после усреднения по спектру мезонов и по углам 
форму,ла ( 1) была раопрострапена на СJrучай ГJrобаJrыюй интенсивности. 
До последнего времени эта обобщенная формула и использовалась 
нами для теоретического предсказания метеороJrогического эффекта и 
nозволила получить важный результат: было показано, Ч'ГО сезонный ход 
интенсиююсти 1жесткой компоненты космических лучей 1 почти нацело 
·Объясняется влиянием метеорологических факторов. Ввиду этого вознюша 
необходимость дальнейшего уючнения формулы ( 1) . 

В начале 1952 г. формула (1) была вновь обобщена (8] на двухме­
зонную схему, основанную на предположении, что !'-мезоны появляются 

в результате распада те -мезонов, гене!рируемых пе1рвичной Iюмrюнентой 
в толще атмосферы, которые могут как распадаться, так и захваты­
ваться ядрами. Э'ГИМ учитывается так называемый положительный тем­
пературный эффект. Вносимое возможностыо захвата те-мезонов измене­
ние, вообще говоря, невелико; оно значительно только для больших 
глубин под землей. Подтверждение правильности та,I<ОЙ гипотезы можно 
13Идеть n том, что спектр генерации п-мезонов, полученный из сравнения 
теоретического высотного хода !L -мезон оn с эксперимептаJrыrым (с ис­
nользованием известных данных Григорава [0

]), хорошо согласуется со 
спектром генерации Поуэлла [10]. 

На основе полученных формул были построены вспомогательные 
графики, по ко.торым, зная температурный разрез атмосферы и давле­
ние в т'очке наблюдения, можно легко ра,ссчитать нзменепие интелсив­
Iюсти космических лучей ~NI'·, обуслоnленное изменением метеоро­
Jюгичес,ких факторов. По этой теоретической схеме производилась 
,обработка да,нных непрерывной регистрации колебаний интенсишюс'ГИ 
rюсмических лучей для искшочения nлишrиf! метеорологического эффсжта. 
Экс.перименталыные данные колебаний глобальной интенсивности жест­
кой компоненты IЮСМ!Ичесю-rх лучей мы получишr с большой точностью -
до нескольких сотых долей процента за один час наблюдения. 

Из этих данных иэменений интенсивности Жt;crr<oй компоненты 
космических Jrучей в двух различных пунктах Советсr{ого Союза мы 
nоJiучили кривые сезонного хода интенсивности космичестшх 

Jiучей. Значения этих вариаций интенсивности космичесr<их 
Jiучей измерялись в те же часы, в которые производИJюсь радио­

зондирование атмосферы, и, следоватеJiьно, в те же часы, дJш кото­

рых производился расчет oNIL• Таr<им образом о.~новременно с !шблю­
дением сезонного хода интенсивности жесткои компоненты о/ при 
nомощи вышеуказанных схем расчетов и данных радиозондирования 
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мы поJrучили теоретически ожидаемый сезонный ход oNv., обуслов­
ленный чисто метеорологическими причинами. 

Для пунюа .NЪ 1 (измерения 1951-1952 гг.) кривые сезонного 
ХОДа of И oN

1
L представлены на рис. 1, где CIIJIOШHOЙ I<рИВОЙ ПОI<азан 

теоретически ожидаемый сезонный ход интенсивности oNv., рассчи­
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Рис. 2 

Рис. 1. СПЛОШШIЯ JIИШ!Я- J(fJIШaЯ СеЗОIП!ОГО XOДil IJi!JlИUЦIIЙ oN11. ИIITCIICИIJIIOCTИ ЖеСТКОЙ 

1\ОМПОНСПТЫ !(ОСЫИЧССЮIХ лучеЙ, OбJCJIOIJJieiШOГO MCTCOJlOJIOГИЧCC!(IIMИ фaKTOJl11MII,. 
IIЬI'IИCЛCIII!a51 ПО (8 ) ИЗ ДUI!HblX MCTCOJJOJIOГИЧCCJ(OГO ЗОНДИJJОВUНИЯ <IТМОСферы II<JД ПУНКТОМ 
NQ :1 (СССР), ~-- аксперимснталыtые дюшые вариаций интенсивности 15/, измеренные в 
том же пуннте за те же сроки. Средние стапtспJчссюtс ошибки измерения IШTCIICИIHIOCTИ 
cr (15/)= -f- 0,07%; Olllllб!OI П BЫЧIICJICHIIЫX ЗНаЧСНИЯХ, oбycJIOBJICHIIЫC В. OCIIOBIIOM 

ошнбкnми в измерении мстсороJюп;чсских данных, cr (15N
1
L) = + 0,08% 

Рис. 2. Крипые ссзошюrо хода i5l по данным измерений n Чеюенхсме (CUJA) и прсд­
вычисJIСШIЫХ иэ метеороJюпtчссi(ИХ данных радиозондирования атмосферы шщ 
районом Челтепхема вариаций иптспснnнос.ти 3N11 • Рисчет произnодился по упрощен-

ной (ОдiЮМСЗОIШОЙ) СХСМС [7j 

Кроме того, был получен, с использованием этой же методюш,. 
сезонный ход 'ONJI. дJш станции Челтенхем вблизи Вашингтона (CilJA} 
и сравнен (рис. 2) с опубJJИИованными данными непрерывной реги­
страции О! на этой станции за 10 лет, nричем ДJJЯ расчетов, произво­
днвшихся по бoJree грубой форму JJe ( 1) ( одномезонная схема), бЫJIИ 
использованы данные радиоз·ондирования атмосферы над Вашингто­
ном [11]. 

Результаты измерений и расчетов представлены таr\жс в следую­

щей табJшце: 

Сезонный эффсi<Т 

Время 
(амплитуда годоnого хода) 

КоэффJЩ!!СН'l' 
Пуш<т набJIJодешrя 

набтодешш Вы числсно 110 I<Орреляцшr 
Измерено, 

метеоролог. 
0 /n данным, '1{ 0 

1 1 1 

СССР, пункт N2 1 1951-1952 2,0 2,2 о, 99+0 ,004. 
СССР, пункт N2 2 . 1949-1950 5,0 4,9 0,91+0,03-
СССР, nункт N2 2 . . . 1951-1952 3,6 3" 'l о' 92+0 ,014 
США, г. Челтенхем 1937-1946 1,4 1,3 0,89+0,03 



Остающаяся раз1ница ~7 -- oN,, порядка О, 1-0,2% не выходит за 
пр:делы поnрешностей измерений температуры атмосферы и измере­
нии В!. 

Таюr~ образом мы можем утверждать, что с указанной точностыо 
сезо:шныи эффект для жесткой Jюмпопенты космичесюrх лучей полно­
стью объясняется метеорологичеоюrми фюо'орами. Однако авторы ра-

о. z 1----'f---\--

11 1 . 1, 
Об 08 I.J 

:]"l;..t 
о. 1 --

Рис. 3 Рис. 4 
Рис. 3. !lJютность температурного Imэффициента W(Jz') для !J.- и 7t-мсзонов. Криные 
уi<азывают для каждого уровня коэффициент, па который следует умножить измене­
ние температуры в данной точке 137' (!!'). Проинтегрировав это пронзведенпе по 
высоте Jr', подучаем nеличипу, соответствующую второму ЧJrену в формуJiе (1) для 
.сдучая паблюдсниl\ на уровне моря. Исподьзованис одной TOJIЫ\O шtжпсй !(ривоl\ 
дает эффект для <<одномезонной схемЫ1>. Верхняя !<риnая дает вtишд (имеющий об­
ратны!\ знак) от IШНI<уренции между захватом и распадом 7t-мезопов. !lолный эффе1о· 

дается суммой обеих !{ривых: 

flo 

&N 1-'= ~ W (Jz') (;Т (ll') dlz' 
IJ 

Рис. 4. Суточныl\ эффект вариаций интенсивности жеСТ!(ОI\ компоненты !ШСМН'Iеских 
Jiучей, поJiученпыl\ усреднением данных измерений (СССР, nункт М 2) за 194.9-
19.52 гг. (светJiые !{рулши). Черными I<ружками обозначены теоретически ожидаемые 
изменения интенсивности мезонной компоненты 'iJNv., обусловJiенные метеородоги­

чесtшми факторами, вычисJiенные из усредненных данных ежесуточного :метеороло­
ГИ1Iесtшго зондирования атмосферы в указанные часы. Срединн ошибка измерений 81 

равна + 0,02% 

боты [3], нводя, ка•к мы говорили, поправку на распад мезонов, не 
скомпенсировали измеренные вариации, а получили остаточный сезон­
ный эффект та1юй же абсолютной величины ( 1 ,8% ) , как измеренный, 
но обратно'ю ffiшкa. К:ак легко показать [12], причина этого лежит в 
неправилыюм учете влияния распада tt -мезонов, при котором ле при­
нимается во внимание температурное распределение атмосферы. Н:епол­
ный учет влияния метеорологических факторов в работе [4] привел к 
оши:бочной интерпретации полож1ителыrого температурного эффекта, I<О­
торый был объяонен эффектом ';t-мезонов. На деле полученный в [4

] 

рез,у:льтат объясняется (см. [1 2]) в основном тем, что автор не учитывал 
эффекта перераопределения м.асс и эффеi\Та размазанности уровня гене­
рации, играющих особую роль из-за того, чт.о в пункте измерений ра­
боты [4 ] температура в стратосфере имеет сезонный ход, обратный: се­
зоююму ходу назем,fюй температуры. 

Теоре11ичеоl\ие расчеты показывают, что для интенсивности космиче­

ских лучей, на.блюдаемой на уровне моря, эффект изменелия темпера­
туры IJ:Ia большой высоте на 'i"t-мезонах оказывается в 4-5 раз слабее, 
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чем на 1' -мезонах; поэтому температурный эффект атмосферы·- отри­
цательный (рис. 3). 

Неправильпый учет метеорологических факторов, в частности прене­
бре;жение указанным выше эффектом перераспределения масс, привел 
в свое время и автора работы [5] к ошибочному выводу о том, что се­
зонные изменения интеноивности JКОсмичесюiХ лучей не сводятся к мес 
теорологическим и наполовину объясняются, по его терминологии, «Ва­
риациями второго рода» (мировым'и вариациям·и). Наши результаты,. 
rrовидимому, опровергают этот вывод. 

С ·юй же ошибкой связаны и выводы, сделанные в (1 3], где было по­
Jlучено, что существенная часть широтного эффекта интенсивности кос­
мичесiшх лучей ·сводится к метеорологическому эффекту. Расчеты по 
выше ссjюрмулированной схеме дали иные резутлаты, которые опреде­
ленно показывают, что широтшый метеорологический эффект интенсив­
Iюсти космических лучей на уровне моря не превышает 3-4%, а на вы­
соте 10 км он не более 1% [14]. 

Суточные изменения интенсивнос11и Jюсмических лучей на порядок 
меньше ·сезонных и изучение их требует юраздо большей тщательноети 
в определении суточных изменений температуры атмосферы на различ­
ных уровнях. Кроме того, отделение метеорологических факторо•в в су­
точном ходе космоичеоких лучей требует круглосуточного мiюгократного• 
радиозондирования, значительно более частого и более прецизиошюго, 
чем это пока. производилось метеорологами. 

Пр01веденные нами в СССР прецизионные наблюдения позволили по­
лучить большой и достаточно надежный матероиа.п, яс·но показывающий 
существование суточною эффекта в интенсивности жесткой компоненты 
Iюсмичесiюго излучения с амплитудой 0,2%, с ман::симумом около полу­
дня (рис. 4). Из рис. 4 видно, что две предвычисленные по метеороло­
гичеоким дшнным точыи для aлr,J. в полдень и в по.лночь находятся в 
противофаз.ах, соответствующих 1iочi<ам ваблюденного суточною хода 
(в отличие от результата рабо1ъ1 [3], ошибочiЮС1Ъ которого показана 
в [12] ) . 

Результаты наблюдений и расчетьr для пункта .N'2 2 показали, что 
после •введения поправки на метеорологический эффект амплитуда суточ­
ного хода J примерно удваивается (0,4%). Однако ошибки дrневных 
измерений температуры высоких слоев атмосферы, обусловленные ра­
диационным наГ!реванием радиозондов, в настоящее время еще настоль­

ко велию1, что этот вывод нуждае'Гся в дальнейшей тщательной провер­
ке. Если этот вывощ верен, то он означает, что суточный эффект вариа­
ции J неметеоролоrичесJюго происхождения, имеющий обратный ЗHR•i< 
метсорологичесхому, действительно существует и имеет амплитуду oкo­
JJO 0,3-0,4%. 

В связи с вопросом о суточном эффекте в измеiшниях J особый инте­
рес представляет учет влияния изменений состояния та.к называемого· 
озошюго олоя. По предварителышм эксперимен"tальным данным изме­
рений тем•пературы озонного слоя оказывается, что амплитуда суточных 
Iюлебнний его температуры достигает значительной величины и по зна­
I<у противоположна амплитуде колебаний температуры приземного слон 
воздуха. 

По теоретическим расчетам основная доля су·ючноrо хода 8 J могла бы 
быть объяснена перераспределением масс в озонном слое и в сопряжен­
ных с ним верхних слоях атмосферы, если бы колебания температуры 
озонною слоя достигали 70-100°. Однако экспериментальные данные не 
дают основания для подобных предположений. 

Заметим, что уже ра•нее были выполнены некоторые ЭiJ~сперименты 
(см., например, [3]), в. которых автоматически исключалось влияние 
метеорологичеоi<:их фю\Jторов. Из:мерения интенсивности космических лу­
чей производились 1На средних широтах двумя телескопами, один из: 
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которых .. был направлен параллельна земной оси, а другой- перпендш<у­
лярно еи. Таким образом, несмо-rсря на суточное вращение Земюr, пер­
вым телескопом В'Се nремя . измерялась интенсивность излучения, иду­

щего примерно из одп•ой . точки неба, другой же телескоп за сутки 
собирал излучение, идущее из разных точек неба. Поэтому разность да­
ваемых двумя телескопами показаний, из которой 1\Iетеорологический 
эффект выпадает, должна давать чистый суточный эффект внеземного, 
происхождения. Измерения, проведеиные в [3], дают .указание на суще­
С11ВОвание таrюго суточно·го эффекта в интенсивности космических лучей 
с амплитудой, по крайней мере, равной около О, 1%. 

К рассмотренной группе вопросов примыкают пеперио:и.ические изме­
нения, связruнные с пр·охождепием метеорологических фронто'В, являю­
щиХJся границами раздела различных воздушных масс. Собранный к на­
стоящему времени в пу,нкте .N'g 2 большой эr~спериментальный материал 
позволил надежно ·подтвердить существование та,к называемого «эффек­
та фронтов» (замечешюго в работе [15]) в ol порядка 0,3-:-0,8%. Ре­
зультаты находЯ'ГСЯ во венком случае в качественном и даже полуколи­

чественном соглжии с теоретичесrшми предстаrвлеrшями, изложенными 

выше. 

Более 'ючный теоретический rюлнчественный анализ затруднен из-за 
отсутствия достат:очно преци:зrюпных экспериментальных данных по темпе­

ратуре атмосферы и измерению интенсивности жесткой компоненты кос­
мических лучей за малые интервалы времени. 

К числу непериодичес.ких вариап.ий, возможно, метеорологичес,кого 
характера, относятся также малые (порящю1 0,2 ·+- 0,3%) возрастания 
интенсивности жесажой rшм·поrюнты кисмичвсюrх лучей во время прекра­
щения ра;пиоовязи и небольши:х солнечных вспышек. Эти явления со­
провоvкдю01'СЯ уrвеличением ПО'ГО'Ка ультрафиолетовой раднацил, что мо­
жет приводить к понижению температуры озонrюго слоя на несколько 
,п.есят:ков градусов. Такое гюнижение температуры вызо·вет, в свою оче­
редь, некоторое возрастюше интенсивности космичеаюrх лучей. Этот 
вывод, в частности, объясняет тот факт, что эффекты малых солнечных 
вспышек в космических лучах IJаб.пюдаю-rсся липrь на дневной с11ороне 
Земли. 

Однако вывод о метеорологическом происхождении эффектов малых 
солнечных вспышек нуждается в дополнительной проверке, поскольку не 
установлены с достаточной надежностью изменения температуры озон1юго 
слоя во время прекращения радиосвязи и малых солнечных вспышеr<. 

Изложенные результаты показьшзают, что метеорологичеокие факторы 
играют существенную роль в вариациях интенсивности жесткой Iюмпо­
ненты коомичесжих лучей. В настоящее времн мы имеем возможность 
со з!начитель·ной точностыо учитывать метеорологическую часть вариа­
ций по данным метеорологического зондирования атмосферы. Результа­
ты иоследо.ваний приводят нас к выводу, что сезонные вариации сво­
дя-rсся к мет-еорологическим пра·ктически нацело, суточные же существен­
но ма·скирую11ся и1ми и, в действительности, раза в два больше набJIJо-
даемых. 

В за!ключеtrие отметим, что в этой работе мы иензмеино пользавались 
сове.тами С. Н. Вернова и Н. Л. Григорова. Кроме того, в производств? 
измерышй и расчетов пр:инимашr участие тт. Г. А. Андреева, Л. Н. Бе­
ляев, Н. В. Зерова, Д. Д. I~раоильни!КОВ, К. И. Польская, Г. В. Счи­
пин, В. Д. СокоJDов, Н. В. Тютиков и А. И. Юхмашюва. Авторы выра­
жают глубокую приэвательность указанным товарищам за оказанную. 
ими широкую помощь в этой комплексной работе. 

Постуnrнла в реда1щию 
29 октября 1953 г. 
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ОБ ЭНЕРГЕТИЧЕСКОМ СПЕКТРЕ ЭЛЕКТРОНА В ПОЛЯРНОМ 
КРИСТАЛЛЕ. 11 

С. В. Тяблш<,ов 

Исследуется вид энергетического спектра «JIИШIЮГО» ЕJлектрона в полярном 
!{ристалле в предположении, что взаимодействие ЕJлсюрона с ПОJ!Яризационныыи 
J{олсбаниями имеет адиабатичесю1й .xapaJ(Tep. Рассмотрение проводитсн в прибJшЖс­
нии, аналогичном методу почти свободных ЭJIСiпронов. 

1. В полярных кристаллах, как отмечалось многими авторами 1, су­
щественную роль, в ряде случаев определяющую свойства электро­
нов проводимости, играет взаимодействие электрона с наведенной им 
самим поляризацией решетки, !{оторая сопутствует ему nри движении 
по r<ристаллу. Ко г да эта nоляризация достаточно велиr<а, то естест­
венно рассматривать в качестве объеr<та исследования эJIС~итрон вместе 
с сопровождающей его поляризацией, иоторый далее мы б у д ем на­
зывать nоляроном. 

В настоящей заметке мы исследуем вопрос о характере энергети­

чесr<оrо спектра полярона при непосредственном учете nериодичесrюго 

nоля. В работе [4] этот вопрос рассматривался в предположе,нии, что 
влияние поляризации очень велико и что эффективные размеры элек­
тронного облака в паляране- nорядr<а постоянной решетr<и. Ниже мы 
ставим своей целью исследование другого предельного случая, когда 

связь элеr<трона с полем таюке имеет адиабатичесиий хараr<тер [3
], но 

размеры электронного облаr<а заметно превосходят постоянную решет­
ки. Этот случай представляет интерес еще и потому, что позволяет 

установить связь с результатами, полученными в приближении метода 
эффеr<тивной массы [1· б, 6]. 

2. Гамильтоннан системы запишем в виде [4
]: 

(1) 

rде r- r<оордипата элеr<трона, q1, Р!- r<оординатв и импульс f~ro ос­
циллятора поля, а E(f) и 1if- его энергия и импульс, И (r)- пери­
одичесr<ий потенциал решетки, х0 и х- оптическая и статическая 
диэлектрические постоянные, V- объем основной области периодич­
r-rости, е:- малый параметр (е:~ 1) [3

]. 
Для исследования у д об но в этом случае . использовать адиабати­

чесr<ую теорию возмущений в форме, изложенной в [5
• 

6
]. Следуя ра­

боте [6], произведем замену переменных 

,. = qa. + ла., qa. = e:Q~. qf = (UJ + sQj) е-! (f, q) (а= 1, 2, 3). (2) .. 
I Более подробную библиографию см. в [1

-
3
]. 

3 ЖЭТФ, N• i 
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--:;). 

Так юш новых персменных { q, Л, Qf} на rри больше, чем старых 
{r, q1}, то на переменвые Qf наложим три дополнительных условия: 

(3} 

и потребуем, чтобы неизвестные функции Vf, llj удовлетворяли усло­
виям ортогональности: 

(4) 

После преобразования переменных (2) гпмильтоншш ( 1) может быть. 
зпписан в виде: 

где 

H=H0 +sH1 +s2 H2 + ... ; 

Ji2 "' . - 1 "' Н0 = -
2

m tlл + И (Л + sQ1) + ~А f et (f,Л) tlj + 2 ~ Е (f) 1 Щ 1 2
; 

Hl = ~ {Af el (f, -;:>+Е (f) ll~J} Qf; 

1 " ' , n2 

Н2 = 2 L.JE (f) {Q-1 Q1 + Р_1 Р1}- 21L liQ,, 

р . д 
f=-tao' 

"f 

(5) 

При 11сследовшши такого же типа задачи в приближении метода 
эффективной массы [5 • 6 ] было поr<азшrо, что величина !'·, играющпя 
роль эффективной массы поляронп, может для ионных кристаллов 
знпчительно превосходить мпссу элеrпрона т. Заметим далее, что 
в (5) переменные Q1 и ),, описывшощие соответственно трансляцион­
ное движение центра тяжести полярона ( Q1) и флуr<туаций около 
него (),), входят подобно тому, кат< в теории молет<ул входят r<оорди­
наты ядер и электронов. В последней впжным моментом, суrцествен­
но упрощающим решение задачи, является предположение о <<медлен­

носrю> движения Ядер по сравнению с дiЗижением электронов 17 1. 
Аналогично этому при определении собственных значений и собствен­
ных фунrщий оператора (5) естественно рассматривать переменвые Q1 

как <<медленно меняющиеся» по сравнению с перемепными Л и потому 
еще раз использовать адиабатическую теорию воз'мущений. 

Для этого положим 

·1 

Q~ = x.Q"; х =Е V т /!J. (х ~ 1) (7} 

и соответственно преобразуем (5) 

(8)' 

Обозначим через tp (Л, xQ) собственную функцию уравнения 

(9} 
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Очевидно, что собственные функции 'f и собственные эначения 1-V 
этого уравнения зависнт от 'l.Q юш от nараметра. И так r<ак оператор 

в уравнении (9) не меняется при замене zQ на 'l.Q + -~. где ; - nроиз­
вольный nостопшrый вектор, I<JНtтный периоду решетки, то видим, 
что W(xQ) будет nериодической фуrшцией своего аргумента. 

Будем теперь искать решение уравневин нуJrевого приближения, 
соответствующего (8): 

(Н0 - Е)·~= О 
в виде: 

1~ ()., Q) = 9 ()., xQ) Х (Q), (10) 

где '-?-собственная фунrщин уравнения (Н). Замечая, что V Q ер,._, О (У.), 
видим, что с точностыо до величин порядка х2 вr<Jiючителыю функ­
ция х. ( Q) определяется из уравнения: 

(11) 

Так !{aJ< W- периодическая фунrщия своего аргумента с периодом, 
равным периоду решетки, то спеJ<тр собственных значений уравне­
ния (11) имеет, rшк известно, зонный характер. При этом, если фуни­
ции х. нумеровать по I<ВазиимпуJrьсу полярона J, то собственные 
значения Е; б у дут периодическо11 функцией от J. Тешим образом энер­
гия полярона б у дет периодичесr<ой функцией r<вазиимпульса J, соот­
ветствующего поступательному движению как целого элеr<трона 

вместе с его поляризационной ямой. 
Для определения остаюпихся пока неизвестными фушщий Ut рас­

смотрим уравнение первого приближения (8). Используя усло13ие не­
зависимости собственных значений оператора от персменных поля Qf [6

], 

находим, что 

(12) 

где ~- собственпая фушщия (10) уравнения нулевого приближения. 
Подставляя А1 и щ (12) в V().) (8), получаем следующее выражение 
для полпризационного потенциала 

( 13) 

Замечая, что ~ (),, 'l.Q) при "1. <{;: 1 медленно меняется с изменением Q, 
можем приближенно положить 

(14) 

При этом уравнение (9), описывающее флуrпуационное движение элен­
тропа, вызванное его взаимодействием с фонанами (с поляризационными 
r<олебаниями решетки), nревращается по форме в ураВiiение, описы­
вающее известное движение, nолученное Пекаром для полярона впери­
одическом поле решетки (уравнение (12.3) [1

]). 

Рассмотрим теперь несr<олько подробнее, при :каких предположе­
ниях наши результаты могут соответствовать результатам расчет.а 

энергии полярона в приближении метода эффективной массы. Заметим 
для этого, что в рассматриваемом случае флуктуациопное дрожание 
эле!{трона предполагается столь большим, что электрон оi<азывается 

3* 
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размазанным по области, значительно превосходящей период решетrш. 
В соответствии с этим можно считать, что функции ер в среднем мед­
ленно меняются на протюкении постоянной решетrш. Дшr решения 
уравнения (9) мы воспользуемся вариационным методом и будем, 
r<роме того, считать, что периодический потенциал можно рассматри­
вать. rшк <<малое возмущение». 

· Возьмем за ну левое приближение .решение уравнения 

и будем рассматривать каrс возмущающий nотенциал веJшчину 

д.U(Л, ~Q) = U(l. + xQ)- U (Л). 

Используем для определения W0 , ер 0 вариационный принцип: 

Wo = Що (еро) = ;~: ~ \ \7еро (Л)\ 2 d~ + 

+ ~ U(Л)I ер0 (1.)\2 Д+ ~ ~ V(l.) 1 еро (Л)I 2 di = min. 

Аналогично для уравнения (9) при учете (14) запишем 

W= W(ep)= W0 (cp)+~D..U\cp(Л)\ 2 d1 = min. 

(15) 

Тат< каr< D..U рассматривается rсак возмущение, то ер можно искать 
в виде: ер= ер0 + ср1 , г де ер1 - малая поправr<а порядrш д. И. Поскольку 
первая вариация от W0 (ер) обращается в ну ль при ер = ер0 в силу вы­

. бора функций ср 0 , то видим, что с точностыо до величин nорядка д. И 
вrслючительно минимум выражения W равен 

Поэтому с точностью до величин первого nорядка малости отно­
сительно AU собственные зна~ения уравнения (9) определяются фор­
мулой 

(16) 

Подставляя ( 16) в (11 ), видим, что энергия nолярона определяется 
выражением: 

Е= Wo + 1/2 ~E(f) 1 щl2 +Е;, (17) 

г де W0 и W;- собственные значения уравнений ( 15) и (11 ), а вели­
чины щ определяются по (12). Первые два чJrена в (12) дают сниже­
ние уровней энергии по сравнению с обычной блохавекой зоной из-за 

. возншсновения поляризации решетки в поле элеr<rрона. Эта часть со­
ответствует энергии так называемого «покоящегосю> электрона, впер­

вые рассчитанной Пеrсаром [8• 1]. Последний член Е1 явJrяется периоди­
ческой фунrщией r{вазиимпульса J и представляет собою расщепление 
основного уровня из-за трансляционного вырождения задачи. Энергия 
полярона в целом имеет таким образом зонный характер. 
• Полагая в уравнении (11) формальный nараметр разложения е рав-
, дым. единице, можем переписать уравнение в виде: 
1 • ' 

(18) 
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И так как W (q) есть сильно сглаженный усредненнем по флуктуациям 
периодичесrши потенциал решетки (16), то с известной стененыо точ­
IIОсти можно рассматривать в уравнении (18) W как <<возмущение)) и, 
следовательно, применить для решения метод почти свободных элсi<­
тронов 1~1. При этом выражение для энергии EJ б у дет иметь вид 

J 2 
tL " 1 Wьi 2 

EJ = ~IL - 2тift 2 .L.J тсЬ" + (Ь J) ' 
(/1) 1 

г де Wt,- коэффициенты Фурье фушщии \\7(tJ), Ь- вектор обратной 
решетки. Для малых J энергию EJ можно разложить в ряд по степе­
ням J: EJ ~ 12 /2tL •, г де f1*- эффективная масса поляро на, заменяю­
щая его полевую эффективную массу f1 из-за влияния периодичесr<ого 
потенциала решетrш. Отношение !"-* J !"- не зависит от величины JL и 
определяется лишь типом решетr<и и коэффициентами Wь; прибли­
женно его можно положить равным единице. Если далее уравне­
ние (15) решать в приближении метода эффеr<тивной массы, то для 
эффеr<тивной массы полярона fJ.* мы получаем по (6), (12) следующее 
выражение: 

( 19) 

которое совпадает с соответствующими выражениями для !"-*, получен­
ными в приближении метода эффеr<тивной массы (1°· 5· 6J. Таr<Им обра­
зом наш расчет дает для нижней части спеr<тра то же выражение, 
что и расчет, проведенный с самого начала в приближении метода 
эффен:тивной массы. 

В приближении метода почти свободных электронов зоны обычно 
перекрываются. Поэтому возможно, что мы б у д ем иметь фаr<тически 
непрерывный спею·р. Однаr<о по своему характеру он будет зонным, 
что нужно иметь в виду при рассмотрении вопросов, связанных с под­

счетом числа состояний. 

3. Под действием различных возмущений электрон может покидать 
свою поляризационную яму, переходя из <шоляронного>> состояния в 

<<свободное>>, т. е. в состояние, г де ему не сопутствует поляризацион­
ная яма. Очевидно, что <<свободные>> состояния электрона представ­
ляют обычную зону Блоха. Энергия, необходимая ДJIЯ деполяризации 
полярона, зависит, каr< было наказано Пекаром [1], от процесса, кото­
рым она осуществляется. В частности, отмечалось [1], что отношение 
энергий фото- и термадиссоциаций полярона равно 3: 1. Такой же ре­
зультат приведен в более поздней работе [11]. Однако можно заметить, 
что этот результат, хотя и верный качественно, количественно не 
вполне корреr<тен из-за использования метода эффеr<тивной массы. 
Чтобы показать это, воспользуемся методикой работы [1] применитель­
но к рассмотренному выше случаю. 

Очевидно, что энергия термической диссоциации Етерм равна энер­
гии системы ( 17), ко г да электрон находится в поляровном состоянии. 
По (15) будем иметь следующее выражение Етеру: 

(20) 

Энергия оптической диссоциации Еоnт ·равна энергии Wo элеr<трона 
на дисr<ретном уровне в поляризационной яме. Со г лас но (15) имеем 

Eorr.т = Wo = Т+ И+ V. (21) 

Выражение (20) для энергии системы Е можно рассматривать r<ак 
функционал относительно функций <р, который имеет минимум для 
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функциИ, удовлетворяющих уравнению (15). Подставим в Е вместо 
функциИ 'f (/l) фующии Х (1.), определенные следующим образом: 

Х (t.) = c/J, 9 (и.Л); ~ 1 Х (Л)I 2 d~ = 1. 

Тог да Е запишется в виде: Е= а.2 Т + а. И+ (а./ 2) V, и так как Е имеет 
эк стрем ум при а= 1, то отсюда получаем 

27+ И+ 1
/ 2 V=0. (22) 

Подставляя (22) в (20) и (21 ), находим 

Етср" =-Т; Еопт = -ЗТ- И. (23) 

Тю< как И и V меньше нуля, то леп<о видеть, что отношение энергии 
оптичесrюй дисеоциации к энергии термической диссоциации Jiежит в 
пределах 

1 -< 1 Еоnт / Ещм 1 <. 3. (24) 

Это отношение равно единице, если пренебречь поляризацией 
(Еоnт-+Етерм-'7 0), и равно трем, если в уравнении (15) пренебречь пе­
риодичесrшм потенциалом и перейти к приближению эффективной 
массы. Можно отметить, что предельный переход к исчезающе малой 
поляризации не имеет, вообще говоря, места, таr{ юш при этом на­
рушаются условия применимости адиабатичест<оrо приближения. 

4. Приведеиные выше результаты позволяют, r<ак нам I{ажется, 
заключить, что энергетичесrшй спеr<тр полярона имеет зонную струк­
туру, и в этом отношении наши результаты подобны результатам 
обычного рассмотрения одноэлеr<'rронной задачи (без учета поJrяриза­
ции). Вместе с тем характер этих зон довольно своеобразен; в таrшх 
вопросах, н:аr< ноглощение света, более существенную роль играет 
наличие дискретного уровня у электрона в его поляризационной яме. 
В частности, на это указывает различие энергий для фото- и термадис­
социации полярона. 

Следует заметить, что определенным недостатком приведеиных 
результатов является использование, с одной стороны, миr<роскопи­
ческих представлений для описания решетки и, с другой стороны, 
макроскопических величин для описания взаимодействия электрона с 
решеткой. Но, посr<ольку наше рассмотрение в рамках использованной 
модели вообще может претендовать только на качественные резуль­
таты, то это обстоятельство здесь вряд ли может иметь существен­
ное значение. 

В заr<лючение автор пользуется случаем выразить свою призна­
тельность Н. Н. Боголюбову за обсуждение работы и ряд ценных 
замечаний. 
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ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ ЭНЕРГЕТИЧЕСКОГО СПЕКТРА БОЗЕ-СИСТЕМЫ 
ПО ЕЕ ТЕПJlОЕМКОСТИ 

И. М . .Пифиш.ц 

1 

Изучаетсн возмоJIШОС'!Ъ OПJ)(ЩCJJCIII!H энер1·етического спсюра боэс-системы по 
·ее тепJюемiшсти. Дается анаюпичес1rое решение этой э;щ;J'rи. П!жа:тно, что формаю,­
ное ре1нение полученного иптегралы1шо уравпепия ивлнетсн иеустоiiчпвым, одна!( о 
nрсдстаВJШЮ!Цi!Я фИЭИЧеСI{ИЙ ИНТерес !Ю'JШЖСIШШI>> CIIC!ПpiiJ!bШlH IIJIOT!IOCTl> YCTOЙЧIIBil 
н может быть построена по Э!{Спернмснтальным д;шным, пршщипналы1о с ЖCJJ;lcлюii 
степенью точности. 

1. ПостаноВI{а ::~адачи 

Как известно, при достаточно низких температурах многие rvшкро­
rСI{опичесrше системы ведут себя в термодинамическоl\! отношении юш 
идеальный газ некоторых <<н:вазичастиц>> (элементарных возбуждений), 
подчиняющихся l:татистиi<е Бозе или статистике Ферми. Энергетиче­
ский спектр такой системы определяется при этом спею·рuм Iшазича­

стиц, т. е. ЧИСJЮМ уровней квазичастиц n(e)dE на интервал энер­
гий ds, или, что то же, заr<оном дисперсии 8 = 8(k) (k- волновой веi{­
тор) 1 . Хорошо известными приме1)ами систем с бозс-спеl(тро111 являются 
фононы в кристалле и элементарные возбужденин в Не II. 

При построении термодинамиr<и таrшх систем основная задача за­

ключается в том, чтобы по заданному гамильтониану системы опреде­
лить энергетический спектр Jшазичастиц, описывающих возбужден­
ные состояния системы в целом. Если же спеr{тралыrая плотность 
n ( 8) известна, то все термодинамические величины получшотся при 
помощи r,:вадратур. В частности, внутренняя энергия Е(е) системы 
rC бозе-спеJ{ТрОМ будет 

(Х) 

\ 11 (е:) e:de: 
Е (е) = j cxp(e:/G)-1; 

Q 

:а ее теплоемн:ость С= Cv 
о:> 

dE \ С(8)= de = J s(8/9)n(E)de, 
о 

е= kT, (!) 

s (х) = x 2f 2 sl1 2 (х/2). (2) 

Весьма большой интерес представляет, однако, изучение возмож­

Iюсти решения обратной задачи- определения энергетичесr<Ого спек­
тра системы по значениям ее термодинамических хараr<теристиr<. Как 

1 Спектральная nлотность n (е:) свнзана с е: (k) очевидпыы соотношением 

.где V --объем системы. Для изотропной системы мы имеем 
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видно из формул (1) и (2), величиной, подJrежащей непосредственно­
му определению при решении обратной задачи, является спектраль­
ная плотность n (е). Б настоящей заметке спектральная плотность n ( 8) 
определяется по значениям теплоемr•ости С (8) для системы, облада­
ющей бозе-спеi<тром. Подобнан задача, повидимому, не имеет смысла 
для системы с ферми-спектром, так как для всех известных случаев 
Таi<их систем неидеальность газа квазичастиц становится существен­

ной раньше, чем начинает проявляться закон дисперсии в (k). 

2. Решение интегрального уравнения 

Согласно (2) мы можем написать · 

00 

С (8) (' ( е: ) е: de 
--e=~S EJ 9n(в)е. 

о 

(3) 

Как всегда, величина С (8) 1 е предполагается rшадратично интег­
рируемой. Формальное решение уравнения (3) можно поJrучить, ис­
пользуя преобразование Меллина. Однаrт, для того чтобы сделать по­
следующий анализ более наглядным, удобно предварительно привести 
это уравнение при помощи подстановки 

к форме 

8 = el:, е= е"С 

се 

-оо 

а (") = е-"' С ( е"С), ер ( ") = n (е "С); 

k (") = e-3-r 14 sh2 ( е;"С) · 

(4) 

(5) 

(6) 

ПоJiученное интегральное уравнение имеет разностное ядро и фор­
мально лerr<o решается при помощи преобразовапия Фурье. Умно­
жая обе части (5) на е1Р1: и интегрируя от- оо до оо, мы получим 
nосле элементарных преобразований 

V 211: !( (р) Ф (р) = А (р ); 
00 

К(р)= ./ \' k(o:)eiP"'d-t = ,г1 Г(3-iр)Ц2-iр); 
У 211: J у 2n 

-оо 

00 со 

Ф (р) = V~n ~ ер ( "=) elp-r d"; А(р) = 1 
\' a(-t)elP-rd"i 

V2n .) 
-оо 

С (z)- С-фунrщия Римана. Отсюда получаем 

ф (р) =А (р) 1 К(р) V2'!t. 
Возвращаясь 1{ фунrщии ср (~), имеем 

00 

Ф (~) = _1_ \ А (Р) е·lрт; dp· 
' 2n ~ К (р) . ' 

-оо 

-оо 

(7} 

(8} 

(9} 

(10) 

4 



Об определении энерrетич. спектра базе-снетемы по се теплоешюстн 553' 

и для спеrсгральной плотности n(s) [n(s) = 'f (lrн)J 

00 

1 ~ A(p)e-/pdp n в=--( ) lГ2.-с Г(3-iр)~(2 -ip)' (11} 
-00 

3. Введение <<сглаженной>> спеiПральной плотности 

Исследование полученного решения поi<азывает его не у стойчи­
вость: функция 1 / !( (р) при больших р возрастает юш e"'IPI12

• Это озна­
чает, что для существования решения нужно, чтобы А (р) достаточно· 
быстро убывала при 1 р 1 _". оо, т. е. чтобы фующия а. ( 't) была аналити­
чесr<ой. Поэтому сколь угодно малая, но недостаточно гладi<ая до­

бавr<а н: правой част~ УЕавнения (3) совершенно меняет поведение 
Ф (р) =А (р) / К(р) V2'ТС в области больших р и, следовательно, может 
привести даже I< исчезновению решения 2• 

Неустойчивость, о которой идет речь, связана с поведением Ф (р) в 
области больших р и имеет простой физичесr<ий смысл: замена глад­
I<ОЙ функции <р ('t) достаточно быстро осциллирующей функцией <p*('t), 
совпадающей с <р ('t) «в среднем>> на I<аждом достаточно малом участ­
I<е, прш<тически не меняет результата интегрирования в (5) [т. е. пра­
вой части а ( 't) в этом уравнении]. Так I<ai< за быстрые осцилляции 
<р ('t) ответственны большие IP 1. а интерес представляет лишь «сгла­
женнаю> спектральная плотность, то упомянутая выше неустойчивость 
может быть устранена за счет «сглаживания» <р ('t) при помощи надле­
жаще выбранного ядра, что отвечает умножению ее амплитуд Фурье 
Ф(р) на быстро убывающую фующию t.\Jp.(p), т. е. замене Ф(р) на 
Фр,(р): 

Фр,(р) = Ф(РНР. (р). (12) 

Так, например, выбирая t.I>P; (р) = ехр [-р2 / 4р5], 
<<сглаженной» функцией <рр, \. 't) 

мы заменяем <p('t) 

00 

<pp,('t) = ~~ ~ <р ('t') ехр[- рб('t- 't')2
] d't', (13) 

-со 

Соответственно искомая спектральная nлотность n(e) заменяется 
сглаженной плотностыо пр, (e)=<pp.(lne) 

r [ е:' 1de:' np.(s)= ~~ J n(s')exp -p~ln2 -; 7• 
о 

При достаточно больших Ро• очевидно, 

np.(e)~ ~~ ~ n(s') ехр [ -р8(е:' е: e;nde:' е: е:, 
о 

т. е. ширина интервала сглаживания де б у дет де/ s = д't .-....1 / Ро· 
Записывая согласно (9) и (12) Фр.(р) в виде 

Фр, (р) = У2'ТС А (р) [фр,(р) /2тс К(р)], 

2 Фа!{Т неустоfiчивости виден, впрочем, сраэу и ив общих соображений: интеграль­
ный оператор в (5) вполне 1-1епрерывныfi; поэтому обратный ему оператор -не огра-
ниченный. 
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мы введем <<сглаженное)> ядро резольвенты 

m m 

( ) 
_ 1 ~ tJip, (р) -ipтd. _ 1 ~ ехр [- Р2/11Р5] -iрт d q " - ----е р-- е р р, - V21t К (р) 21t 2п Г(3-ip)~(2-ip) . 

-оо -оо 

( 14) 

Пользуясь теоремой о свертке, мы получим со г лас но ( 13) и ( 14) 

се 

срр,(~)= ~ qp,(~-'C)a.('C)d-r ( 15) 
-.-:о 

ИЛИ, ВОЗВраЩаЯСЬ ]{ nepROI-!aЧaЛЬHblM ПерСМеННЫМИ EJ И Е, 

(16) 

00 

- 1 ~ ехр [- p2f<'lp5] --ip d 
х- -.- х - -· Rp, ( ) 21t • Г(3-ip)~(2-ip) р 

-со 

(17) 

Формулы (16) и (17) дают полное решение поставленной задачи. 
Если существует точное (не <<сглажеш-rое») решение уравнения (3), 

то оно дается пределом 

се . (' (е: ) с (Е>) ttE> n(e)= l1m) Rp, 0 -ее· 
Ро-->00 О 

(18) 

4. Исследование устойчивости <<cr лашеююrо>> решения 

Ядро qp.(~) :- Rp, (е;), как следует из (14), является осциллирую­
щей и быстро убывающей по модулю функцией аргумента~ (на веще­
ственной оси). ПорядОI( убывания qp, (~)на вещественной оси при 1 ~ 1~ 
-> оо на основании гипотезы о расположении нулей С-функции оказы­
вается равным 3 

q р, (0~,.__, e-•fol!;l , 

По этой причипе задание теплоемкости во всей области темпе­
тур (в частности, в областях е 1 е ~ 1 и е 1 Е> 1) не является необхо­
димым длн решения задачи. Амплитудная величина осцилляций q р, (~) 
при больших р0 определяется множителем ехр тср0 • 

Норма интегрального оператора резольвенты в (15), r(ак следует 
из ( 14 ), удовлетворяет не равенству 

со 

\lqp.(~)ll=[ ~ lqp,(~)l2d~г= 
-ro 

1 ехр [- p2j2p5Jdp М 2 2 4 со ]1/2 
= 21t [j," JP(З-ip) ~2(2-ip)J < ехр [те ро / ] (19) 

{М- численная I(онстанта порядка единицы). Поэтому, если правая 
часть в уравнении (5) определена с точностыо до Ь..С!. (-r), то искомая 

в Нуд н фушщии Г (3- ip) ~ (2- ip) распоJiожены на прямой р = s- в; 2 i (s- ве­
ществеюю) .. Смещая I(QHTyp интегрирования до <,~той nрямой, поду'!аем указанный ре­
зу Jiьтат. 
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·:фунющя ~p,(t) определена с точностью до Ll~p,(-c), причем 

[ 1t~pg J 
11 Ll'?p, (") 11 <М ехр ;;- 11 LlCJ. (-с) il (20) 

.[11!11 означает норму f, т. е. О \f\2 d·tT'J. 

Если выбрать в качестве сглаживающей фушщии ядро ДириХJJС 
[~p,(p)=l при IPI<Po и ~р,(р)=О при IPI>Pu] или ядро Фейера 
[~p,(p)=l- 1:;0 ! при IPI<Po и ~р,(р)=О при IP[>p0], то ДJIН нор-
:мы оператора резольвенты имеем 

При этом приведешrую оценку (20) ыожно снизить за счет эксrю­
ненциального фактора 

Аналогичную оцеш<у можно получить не толы<о для нор11ш 1[.6.'? 11, 
но и для локальных значений Ll~('t), т. е. длн ширины полосы, в !{О­
торой расположена искомая спектральнан плотность. Используя нера­
венство Буняковского, из (15) имеем 

(23) 

5. О точности построения cr лажеиной спеJ(тральной плотности 
по ЭJ(Спериментальным значениям теплоемкости 

Типичной постановi<ой вопроса нвляется следующая: эксперимен­
тальные значения теплоемi<ости заданы в точJ<ах IЭn с относитеJiыiой 
неточностыо о 11 , т. е. Сенсп (8,,) =С (8 11) (1 + о 11). Требуется опредсшrть 
среднее ]{Вадратичное отr<Jrопение спектральной плотности n ( rз ), пост­
роенной по этим значениям, от ее истинной величины. 

Если .6.'tn = LlGn 1 е/1 <~ 1 IPo· то форму л а ( 15) дает 

(24) 

Считая погрешности о 11 случайными величинами, длн среднего I<Вад­
ратичного отклонения получаем 

(-;;---)'' " 2 (" ) 2 ( ) (л )2 ~ oq-;p, " = k.J q Ро <; - 'tп Cl "п '-""п о; = 
/1 

(25) 

л л -;;;; '2 
т де положено ti'C 11 = ti't, о~, =о. 

Тюшм образом, располаган экспериментальные точки достаточно 
густо, т. е. выбирая достаточно малый шаг Ll'C и отвлекаясь от систе­
матических ошибок, можно при достаточной точности измерений 
nринципиально определить с г лажеиную плотность с желаемой сте­
nеныо точности. Однако, r<ar< видно из формул (20), (22) и (25), тре­
буемая точность измерений оказывается весьма большой. 

Та!{, например, выбирая относительную ширину интервала сГJrажи­

вания ils/ е .-... 1/ 4 (т. е. р0 = 4), относительную логрешиость о,.___ lо-з и от­
посительный шаг Ll't.-...10-2, мы получим,учитывая, что llal\.._,llrpll. 



556 И. М. Лифшиц 

Неутешительность полученного результата облегчается часто тем 
обстоятельством, что наличие убедительных теоретических соображе­
ний позволяет заранее сделать заr{лючение о харюпере энергетиче­

ского спеr,тра и лишь проверять его по измерениям тешюемкости. 

Так, например, при малых энергиях из разложения е= е (k) по сте­
пеням k вытеrшет степенной закон для спектральной плотности n (е} 
[при е~ !г, n (е),......, е2], а отсюда и степенной заr,он для теплоемкости 
в области достаточно низюrх температур. В этом случае задача срав­
нения с экспериментом сводится лишь к определению поr<азателя 

степени и r<аэффициента в законе С = А 0 11 , что может быть сделано с 
бОJIЬШОЙ ТОЧНОСТЬЮ. 

Напротив, в области более высоких температур (например, для 
кристаллов при температурах, сравнимых с дебаевсr<ой), где общие 
теоретические соображения не предоставляют возможности указать 
заранее r<ласс допустимых функций для п(е), приведеиные оценки 
точности определения n (е) по экспериментальным данным дают истин­
ные границы этой точности. 

В заключение следует указать, что приведенные соображения и 
метод с г лажеиных решений имеют применение и в других областях 
физики, связанных с решением обратных задач. В частности, к та!{ОЙ 
же постановке приводит и задача об определении потенциала по зна­
чениям фазы на бесr,онечности в задаче о рассеянии частиц. 

Пользуюсь случаем выразить благодарность Л. Д. Ландау, В. А. 
Марченко и М. Г. Крейну за ценные дискуссии~ 

Фиsико-техпический институт 
Академии наук УI<раинской ССР 

ПоступиJiа n реда1щию 
2 ноябрн 1953 r. 
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НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ТЕОРИИ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
АНИЗОТРОПНЫХ ТВЕРДЫХ ТЕЛ 

Н. В. Миц1севtи 

Исследовано уравнение теплоnроводности, записанное n тензорном виде для СJiучая 
.анизотропного твердого тeJia. Особенно типично решение, полученное для нео­
:граниченного тела. Выведены формуJIЫ применении функции Грина дJIЯ нахождения 
решения в анизотропном cJiyчae. 

1. Постановка общей задачи. Краевые условия 

Уравнение теплопроводности для анизотропного однородного тела 
может быть написано, если исходить, I<ai< обычно, из теплового баланса. 
Основное отличие от методов вывода уравнения для изотроnного тела 
состоит во введении тензора теплопроводности ku [1

], который связывает 
noтor< тепла q1 с градиентом температуры и= и (х1 , х2 , х3 , t): 

.Здесь и далее по встречающимся двуr<ратно значr<ам проводится 

мираванне от 1 до 3. 
Уравнение теплопроводности запишется в виде: 

ди д2и ( ) 7fГ = alf дх1 дхj + F х1 , Х2 , х3 , t , 

(1) 

сум-

(2) 

т де a1j = kiJ f ер- тензор температурапроводности (с- теплоемкость, 
:Р- шютность тела), а F- фунrщия, характеризующая шютнос1ъ источ­
ников в данной точке рассматриваемого тела. Аналогичное однородное 
уравнение (выписанное в виде суммы) было получено Стоr<сом [2

] из 
·Соображений предположительного характера. 

Основные краевые усJювия запишутся следующим образом: 
.на поверхности задана температура 

ui = Ф' r: ' , (3) 

на поверхности задан тепловой поток 

ди 1 Мац~. дх = t\J; 
lt r: 

(4) 

ла поверхности происходит тешюобмен с оr{ружающей средой по заi{ОНУ 
Ньютона 

(5) 

т де <р, t\J, О- заданные функции вре.~ени и точки поверхности тела, 
N

1 
- вектор внешней нормали в этои точке, IL- коэффициент заl{она 

Ньютона. 
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2. Неi<оторые решения задачи теплопроводности для анизотропных 
тел IШI-Шретной формы 

Так как решение одномерной задачи не дает ничего нового для 
выяснения специфики, вносимой анизотропией, обратимся сразу r< трех­
мерному сJJучаю. Задан прямоугоJJыrый паралJrелепипед, ребра r<оторого· 
направлены по I{Оординатным осям, с нулевой температурой на поверхно­
сти; пачаJrыrан температура дана в виде фующии f (х1 , Х2 , х3), источНИ!{И 
отсутствуют. Решение может быть лолучено методом раздеJrения 
переменных. Нетру дно видеть, что в этом случае 

D:J 

U= ~ Ct,, t,, 1, siп x1n1 siп x2n2 siп хзnз ехр {- antnlnht}, (6) 

г де n1 = т;[i / Lt, l1- целые числа, L1- длины соответствующих ребер. 
параЛJrеJrепипеда; Ct,, t,. 1, опредеJJяются из начальных усJювий при 
помощи формул, совершенпо идентичных с выражениями длн случан 
изотропного тела [3], так как, очевидно, в момент t =О анизотропные 
свойства не сказываются на фушщии tt (х1 , Х2 , Х3 , О). По этой причине 
мы не приводим соответствующей формулы. 

Частное решение однородного уравнения теплопроводности (2) 
может быть поJrучено интегрированием по параметрам tz1 , n2, n3 в беско­
нечных пределах другого частного решения, 

(7) 

которое можно интерпретировать, I{ai< решение д.шr параJJJrелепипеда 

с ребрами L1 , L 2 , L3 при соответствуrощих граничных и начальных 
ycJJOnипx (аналогичный пример ДJIЯ аморфного тeJra дан в ['1]). ВычисJrе­
ния 1 ОI{азывюотся более громоздкими, чем n изотропном случае, но. 
n конечном итоге приводят к следующему весьма простому и спое­

образному результату: 

(8)· 

где Ьц,-тензор, обратный а 11,; веJrичина а- детерминант, состапJrен­
ный из I<омпонент тензора an,. 

Решением дJ!Я неограниченноrо твердого анизотропного тeJJa при 
произвольных начаJrыrых условиях, задаваемых функцией f (х1 , х2 , х3) 
(если, конечно, эта фующия удовлетворяет требованию непрерывности, 
r<ВI< в <шалогичном случае для изотропного теш!), б у дет 

-1-ro +оо +ro 

ll = 8 V ~1tзtз ~ ~ ~ f (х~, х~, х~) ехр {- (х1 - х;) (x1t- х'1) bnJ4t) (dx'), (9} 
-со -оо ---со 

таr< IШI< можно поr{азать, что и лереходит в f (х1 , х2 , х3) при стрем­
Jrении t к нулю. 

ПоJJьзуясь обычными приемами, можно получить отсюда решение 
задачи, например, дJIЯ полуограниченного анизотропного тела с нуJiевой 
температурой на границе: 

оо + ro +ro 

n = 8 V ~1tЧ' ~ dx~ ~ ~ f (х~, х~, х;) [Ф (х1 - х~, х2 - х~, х3 - х~) -
О -ro -оо 

(10)\ 

1 См. Прнложсние. 
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где 

Указанные решения удовлетворяют принцилу соответствия, nереходн 
в решения для изотропного тeJia при полст<шоrше вместо au, величин 
a/Jih, имеющих место в изотропном CJiyчae. 

В связи с изложенным напр<шrивастся вьшод, что по r<paiiпeй мере 
в ряде случаев переход от изотропной задачи к анизотропной может 
быть совершен путем замены a0on, на an, и оп,/ а0 на lJn, [см., например, 
(2) и (9)]. 

3. Применеине фующии Грина для решения задачи теплопровод­
ности в случае анизотропного тела 

Воспользуемся очевидным обобщением формулы Гаусса- Остро­
градсrюго 

(11) 

г де Р1 сеть nроизвоJrыrый вектор, титорый вместе со своими первыми 

производными непрерывно зависит от х1 , х2 , Х3 в об.тrасти V, вrulloчaн 
кусочио-гладкую границу S-обJIВсти. Тогда Jieгr<o nоJrучить выражение 
ДJIЯ решения задачи теплопроводнос:ги в анизотропном теле при I<рае­

вом условии (3) в виде: 

г де О= О (х1 , Х2 , х3; х~, х~, х;; t, 't) --функция Грина анизотропной 

задачи. 

Для других краевых усJювий записи решений аналогичны: 
для краевого условия (4) 

f 

1t. = ~ ~ ~ Of (d х') + ~ d't ~~О·~ da'; 
v о s 

(1.3) 

дJш I<раевого усJювия (5) 
t 

и = ~ ~ ~ О f (d х') + lz ~ d't ~ ~ 00 dcr' = 
v о s 

t 

= ~ ~ ~ Gf (d х')- ~ d't ~ ~ au, :.~ N,,O dcr'. 
V о ,s ' 

(14) 

Для полуограниченного анизотропного твердого тeJra, наnример 
в случае краевого условия (3), функция Грина в обозначениях преды­
дущего nараграфа запишется кат{ 

0= 
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4. Приведение задачи теплопроводности в анизотропном теле к эадаче 
для изотроnного тела в косоугольной системе координат 

Если перейти r< косоугольной системе r<оординат (таr<ой, чтобы 
.оси совпадали с главными направJrениями теплопроводности), то урав­
.нение (2) примет вид 

где а1 , а2 , а3 - главные коэффициенты температуропроводности. Даль­
нейшее упрощение приводит r< 

д и f дt = "V' 2u + F (х~, х~, х~, t), (17) 

€сли перейти к «анизотропному>> масштабу 

(18) 

лашшсиан "V'2 берется по штрихаванным I<оординатам. Следует заме­
тить, что уравнения, весьма похожие на (16) и (17), быJrи получены, 
соответственно, в работах [5] и [2]. 

Таrшм образом задача свелась к решению уравнения тешiОпровод­
ности для изотропного тела с единичным rшэффициенrом температуро­
проводности. При этом, конечно, необходимо учитывать изменения 
условий задачи и пocJre применения обычной теории совершать переход 
:к исходной координатной системе. 

ПРИЛОЖЕНИВ 
Интеграл 

+oo+t:>:>+oo 

и= ~ ~ ~ ехр {ix1tnh- aihltiЩ,t} dn1 dn2 dnз (А) 
-::ю -со -СХ) 

~при помощи обычных приемов замены переменных приводится к про­
J:JЗведению трех интегралов вида 

+оо 

1 ( -rJ) = ~ e 1 '1J~-t;' d~ (В) 
-о:> 

·С неr<оторым зависящим от t и rюмпонент тензора a1h коэффициентом; 
здесь 7J и ~ обозначают новые переменные, введенные при замене 
·(они различны для уr{азанных трех интегралов). 

ИнтеграJr (В) берется следующим образом. Дифференцированием 
·и интегрированием по частям получим 

·решая это дифференциальное уравнение и nринимая во внимание, 
'ЧТО 

+оо 

1 со) = ~ в-~:· d~ = v;, 
-се 
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находим 

(см. ['1]). 
Подставляя вместо ·r1 его uыражение череэ х, у, z, (, au,, получаем 

дJш (А) 

где 

и 

ь - 2( 2) 2( .2 2 2 - Х IZ22азз- tr2з +У анПзз - al:i) + z (ан а22- l1tz) + 
+ 2ху (а1за2з- аl2азз) + 2JIZ (а12а 1а- а11а2а) + 2zx (а12а23 - а13а~2). 

Кш< известно, тензор, обратный а 11,, определяется r<ai< 

А11, 
bu, = 1-;;-1' 

t lt 

(С) 

где An,- алгебраические допоJшения еоответст13ующих эJrементов a1h 

детерминанта, составJiенного иэ компонент тенэора температуропро­

водности. 

Принимая во внимание, что а нвJrяетсн детерминантом 1 an, 1 тензора 
температуропроводности, в то времп IШI< в Ь I{оэффициентами при 
квадратичных произведениях координат нвJrяются соответствующие 

аJrгебраичесr<ие допоJшения, мы можем. записать результат интегриро­
вания (С) в виде (8). 

П роверить, что это выражение действительно явюrется частным 
решением уравнения теплопроводности, можно непосредственной под­
становкой его в (2) (при усJiовии, что F:::=:: О); при этом следует 
учесть, что 

ПоJrучеrше из (8) общего решения задачи ДJIЯ неограниченного 
тела и доказательство того, что оно удовлетворяет начальным усло­

виям, ничем не отJrичаrотся от шrаJiогичных расчетов в обычной теорин 
теплопроводности изотропных твердых тел. 

В заключение считаю своим приятным дошом выразить глубокую 
благодарность В, Р. Ре гелю за указание темы и обсуждение, 
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К ТЕОРИИ УРАВНЕНИЙ ПЕРЕНОСА В СИЛЬНЫХ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ 
полях. 1 

Г. М. Ac(uci,mщ 

Рассмотрен перспое TCПJJ<J и ЭJJсюричества в нолупроводнИJ(<JХ н услоtшнх, когJщ 
ЭJJектронный (дырочный) ra:1 полупроuодшшn CIJJJЬ!Jo раСJогреваетсн в эJJСJП]J!JЧеском 
поле, свнзшпюм с прохошдеппсм тока чсрсэ полупроводни1с Выведены уравневин 
длн Iюттюв теш1а и элсктрнчестоа в форме, позвшJнющсй учесть разогревание ЭJJcкт­
JIOIIOB (дырок) во JJнешнсм электрн•IСС\(ОМ ПOJJC. J-Ja основе указанных уравнений: 
получены общие формулы дJIH термоэлектрических и гnльmJIIOMill'IIНТIIЫX эффеt(ТОJJ. 

1. Введение 

Широт<ое испоJrьзование полупроводников в науке и технике (твер­
дые выпрямители, фотоэJrементы и фотосопротивJrения, поJrупровод­
никовые триоды) ставит задачу об их даJrыrейшем исследовании и, 
в особенности, в усJювиях, бJrизких r< ус.повиям, встречающимся при 
использовании их на праю·ике. В частности, важно знать свойства по­
лупроводника, ко г да через него проходят боJrыrше тоr<и или в том 
случае, ко г да внутри полупроводника возникают значитеJrыrые напря­

женности ЭJrектричесr<ого поля. Свойства полупроводника (как то: 
эJrе.ктропроводность, ктщентрация носителей ;заряда, поJшрность но­
ситеJrей заряда, работа выхода и др.) в этом случае могут оr<азюъся 
совершенно не похожими на ,его свойства при прохождении через 
него с.Jrабых токов или при исследовании полупроводнИI<а в СJiабых 
полях. 

При наличии внутри проводника сиJrыюго электричесr<ого поля, 
средняя кинетическая энергия носителей зарядов достигает больших 
значений, причем она может на много (на несколы<о порядков) пре­
восходить среднюю тепловую энергию движения в отсутствие поюr 

внутри полупроводниrш ИJIИ в cJryчae, I{огда это nbJre достаточно маJЮ. 
Увеличение средней кинетической энергии носителей заряда (элект­
ронов или дырок) в сильном эJrектричесr<ом пoJre мы, ради т{j)аткоети, 
б у д ем называть <<разогреванием>> электронного (дырочного) газа. Как 
ПОJ{азывает расчет [1

], значительное разогревание эJrектронного газа 
будет иметь место в случае, если напряженность электрического по­
Jш Е удовлетворнет следующему неравенству: 

1 (еЕ/) 2 ~ l 
6 mw2 kT....:";:.-- '· (1.1) 

Здесь l- дJIИIШ свободного пробега ЭJrеr<тронов (дырок), w- ско­
рость звука, остальные обозначения обычные 1 • Принимается обычно, 
что длина свободного пробега носителей зарнда в атомных полупро-

1 Ес11и р;;ссенние электронов происходит не на BOJJШIX решетки, а па отдеJiьных 
атомах ИJIИ ионах с эффективной массой М, то w2 СJiедует заменить на kT /М. 



водшшах ю)~~еб.тн~тсн между 10 "--- 10 ° сы. В таком Ul)"lae 11:1 (1.1) 
нетру дно шшти, что неравенство имеет i\ll'l'TO при IIПI!рнжснiЮСТII 

поля в Irecr{OJIЫ(O~ сот V) см. Такие гю.r1н внутри слон пo.!Jyпpoвoдiiiii\a 
возшшают при раооте О\)ычных тJн:с~рщ.Jх выiJpнl\IHтcm,•ii. В сш\rом дC,!JL', 
на вi.шрямитеJIС падает шшряженис приtiJJизитет.но н 1 V 11р11 'J'О,IfЩинс 
слоя ПОJiунроподшiiЩ порндю! Нl:сколышх ыикрон. Отсюдn CJICJ\ vет, 
что напряженность полн бу ю:т име'!ъ величину Oi(O,IIO тысячи V j с~1. 
Та1шм образом есть основание счита·tъ, что современные тверлт.rе вшt­
рямители работают в ус.rrопиях, J(огда ':IJICicгpoнныii гнз внутри слон 
полупроподника заыетно· разс)]·рет. 

Значит, чтобы Jlучше разобратьси н работе твердых выпрн-
мителей, следует свойства полупроводJIИЮl изучать в ycJJOIHIНX, при 
н:оторых внутр!:! слон полупроводника имеете н пOJie, у довJiетворнюн(се ,. 
в частности, неравенству (1.1). 

ЦеJIЫО пастоящей работы явJшстся теоретическое исследование 
явлений перепоса тепла и ':lлеrпричества в полупроводниках в усло­

виях, ко г да имеете н значитеJIЫIОС разогревание ':Jлеrпронного (дыроч­
ного) газа в них. Как известно, изучение гальваномагнитных и термо­
электрических эффсктов позвоJrяет устшюви1ъ цеJIЫЙ рнд важнейших 
параметров полупроводiшка: знак носитслей эаряда, их эффективную 
массу и концентрацию и т. д. Однако определение этих параметров 
связано с использованием теоретических формул. Теоретические же 
формуJJЫ (встречающиеся в Jштературе), определяющие веJшчину 
перечисленных выше эффею'ов, выведены без учета разогревания элек­
тронного газа. 

Теоретическому исследованию эффеrсгов, свизанных е переносшн 
TCПJJa и эJrектричества в полупроводниках, посвящен рид работ, среди 
н:оторых отметим работы Шифрина \2], Ансельма и Клячrшна l3

], Райта[4J, 
Толпыго [5] и Писаренко [н]. Наиболее ПОJIНОЙ явJшетсн работа 
Толпыго. 

В своей работе Толпыго рассмотреJr вес наиболее известные sф-' 
феиты rсак в предположении мшссвеJIJIОnекого распределения элеrстро­
нов по скоростям, когда сферически симметричнан часть функции 
распределении имеет вид · · 

fu =А ехр {- m'v2 j2kT], (1.2) 

так и в CJiyчae, когда фушщия распредеJtения fu представлена выра­
жением 

fo =В ехр {-сЕ/ kT), (1.3) 

г де @- кинетическаи энергия носитеJrей зарида, причем зависимость 
!) от скорости v предпоJrаrастся любой; т.'-"-- эффеiо'ивншr масса. 

Следует уr,азать, что в работе [5\ в некоторых окончатеJiыrых 
формуJiах [(15), (30), (21), (27), (34)\ имеются описrш. Все оrсончатеJJЬ" 
ные формулы в работе [5), относящиеся к маiссвелJювскому распре­
делению, могут быть получены путем предеJrьного персхода из наших 
более общих формул, что мы и сделаем ниже с тем, чтобы читатель 
мог найти здесь формулы, относящиеся к макспеJrJювсr<ому распреде­
лению, уже в корректном виде. · 

В случае сиJIЫIЫХ эJiектричесi<ИХ полей сферически симметричнан 
часть фующии распределении не имеет вида ни формуJrЫ (1.2), ни 
формулы (1.3). . 

В связи с этим вывод формул дJIЯ термоэлектричесrшх, гальва-
номагнитных и других эффектов СJiедует произнести, не исцОJiьзун 
конкретного вида моментов функциri fo· 



\ 

564 Г. М. Авакьянц 
------------------------------ ------------------------------

2. Вывод уравнений дJIЯ потоков тепла и электричества 

При выводе уравнений переноса мы сделаем паше основное пред­
положение, а именно, будем считать, что энергия ЭJiектрона (дырки) 
I(Вадратично зависит от его импуJJьса. Такую зависимость СJiедует 
ожидать в атомных ПОJJупроводниках, у которых, выражаясь терми­

нами 3онной теории, ширина зоны проводимости в нсскоJIЫ<о раз 
боJiыпе средней кинетической энергии электронов. Для электронных 
полупроводrшi<ов это условие, новидимому, всегда может считаться 

выnоJшенньrм (иJJи прибтвительно выпоюrеш!ым), так I<ar< здесь зона 
проводимости, которая может быть образована в некоторых случаях 
перекрытнем нескоJIЫ<ИХ зон, непосредственно примыкает к непрерыв­

ному спектру энергий электрона в ваr<ууме. В случае дырочных атом­
ных полупроводниi<Ов необходимо, чтобы ширина заполненной зоны 
была порядка, по крайней мере, песr<ольких вольт, если мы допусi<аем 
увеличение средней кинетической энергии дырки до одного вольта. 
Впрочем, как мы увидим ниже, все эффекты, связанные с разогрева­
нием электронного (дырочного) газа, начинают сказываться и при 
меньшей средней энергии элеi<троi-юв, особенно при низких темпера­
турах. 

Наше основное предположение вытекает из необходимости задать 
какую-либо, по вполне опредеJiеппую связь между энергией и импуль­
сом частицы, в противном случае отыскание функции f в с.пучае 
силыiых поJrей становится невозможным. В качестве простейшей 
свнзи между cfJ и р мы примем соотношение 

ф = р2 /2m'. (2.1) 

Ограничимся случаем атомного полупроводника. EcJiи f (р)- функ­
ция распределения подвижных носителей заряда по импу JJьсам (ради 
краткости б у д ем в поСJiедуюiдсм вместо <<Подвижные носитеJш заряда>> 
говорить «ЭJiеi<троны>>), то ее всегда можно записать в СJJедующем 
виде: 

f(p) = fu (р) + fr (р) cos а+ Х (р), (2.2) 

где а- угол между направлением TOI<a и направлением импульса 

э.пеюрона: а= arc cos (pf1 / pfr). Как показано Давыдовым [1], в боJIЬ­
шинстве сJiучаев последний ЧJrен в (2.2) значительно меньше первых 
Двух. ДJrя функций же j 0 и Л при наличии произвольных электри­
ческих и магнитных rrOJieй имеют место следующие уравнения: 

дfо+ ( '+ .,j0)-1-- V d' f + 1 i! ( ''') О дt р n; 0 -n0 • 3 lV 1 fj2 др Р"}р = , (2.3) 

дft + \7f . Е д/о [о f ] v f О дt v u + е др + оо, 1 + -1- 1 = , (2.4) 

Г де j р- поток электронов в импу льспом пространстве: 

. - ( ' 2 р д.fо p21v2 ) е 
lp- - т ZeJ - 1 djJ + l!гТ fo +Т (Ef1). (2.5) 

Здесь j 0 ~ максвеЛJювская функция распределения, n'- число свобод­
ных мест (локальных <щырою>) на донорных уровнях (ради краткости 
ограничивнемея СJiучаем ЭJrектронного ПОJiупроводнш<а), n~- равно-

весное число евободных мест на допорных уровнях. Маr<свеллопская 
функция / 0 имеет следующий вид: 

(2.6) 
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г де No- равновесное число электронов 11 зоне прово;LИШJсти. В том 
случае, когда концентрация сnободнь1х э.JJЕ'J{тронов эначитl',IJI,JЮ ;>.Il~ньme 
концентрации донорнь1х атомов 11\Ш~Iеси, п' = nГ, j N, 1·де N- I.:оiщен­

трацил ЭJJСiсгронов в данной точке. ДaJiee, CJ =еВ 1 т' с, 1·де В-- напря­
женность магнитного поля, с- скорость света, р- коэффищtент реком­
бинации электрона с JJOKaJJЫIOЙ щчжой, явJшющийся, вообще говоря, 
функцией р. В дсlЛЫiейшем мы будем интересоваться юtшr, стацио­
нарным СJiучаем (дfо 1 дt = дf1 1 дt = 0). Считан также, что fo >·/1 , мы 
б у де м иметь 

N= Фrr.~j0p2 dp. (2.7) 
о 

И с пользуя дaJICC нерапенство Л> х. получаем дJIH потоков тепла 
Qe и ЭJJектричсства j СJiедующис фopмyJII.J: 

ао 

Qe = ::J~~, 2 ~ f1p5 dp, (2.8) 
11 

о:> 

• 4п ~ d J =-е f.J73 р. 3m' 1 (2.9) 
() 

Предстапим fo в виде: 
fo = N (t·,) F (t·, р), (2.1 О) 

так что 
о:> 

Фrr.~ F(r,p)p2 dp= 1. (2.11) 
() 

Из уравнений (2.3) и (2.4) дJIЯ стационарного случая находим, что 

~ - ~ 

f 
_ - (l / v) R + (12 1 v 2) [RO] + (/3 1 v3

) О (О R) 
1 - 1 + и~ 1 v") (22 ' 

(2.12) 

где 

r еЕ дР} 
. R = vN \ \! F + F\1 ln N + v dp . (2.13) 

В наших вьшладках мы будем считать длину свободного пробега l 
степенной функцией импуJiьса: 

(2.13') 

Подставляя (2.12) в (2.8) и (2.9), приходим I< следующим формуJiам 
для потока тепла и электричества: 

Q uN { (:L) srH-3 + _{2) [S21!+2 С)] ,(а) ro2 s31!+l- (') ct:S s311-l-1)] 1 =-- r lrJ ... :... - rt ...... """" \.,1..1 j, 
е 2m' rt ' 

(2.14) 

. N { (1) S''+l + 1J2) [S211 ё)] r<зJ [0 2 sз,t-1 _ 0 (6 5м-1)]} J = - .. eu r1t n , ... -..: - н \,;'"' \,/;.о ..... • 
(2.15) 

Здесь и.- подвижность элеi<тронов. Далее 2 

(2.16)' 

. 2 l!ри nыnоде (2.16) принято условие: pv1 2 F(p) lp=o =О. 
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причем 

со 

x.v = 47t ~ p"F (р) р2 dp. (2.17) 
(1 

r~1), r\~!, r\;1
) и а выражаются через х следуюrдим образом: 

(2.18) 

r)~) · [em'(n+2)x.11 - 1]·\ 
l 

-(2) - 11 1 .. -- . . , 
Jl е (n + 2) Х 11-1 

m'P 
t•(Я) = 11 (2 18') 

n с (п + 2)~11-1 • • 

Формулы (2.14) и (2. J 5) получены в предпоJюжении, что выпал-
няется неравенство 

(НЗ 1 v)2 ·~ 1, (2.19) 

irтo, очевидно, возможно при достаточно слабом магнитном поле. 
Имея в виду (2.19), мы ограничились при выводе (2.14) и (2.15) 
первыми членами разложения [1 + (l2 / v 2

) ~J 2 ]-1 п ряд по стененям [J 2• 

)lри выводе (2.14) и (2.15) мы использовали известное определение 
nодвижности и, т<аr< интеграла: 

со 

li71' \ !(11) v дfо . 2 d 
и = - М.) -::\- д (т'v2 1 2е) v v. 

о 

(2.20) 

ЕСJш вспомнить, что коэффициент диффузии D опредеюrется интег­
ралом 

со 

D _ t17t (.' l (v) v .f 2 d 
- N J :3 J oV V, (2.21) 

о 

то нетру дно видеть, что в общем случае между f) и и не сущест­
в уст соотнош сния D = (k Т 1 е) и. 

Перейдем теперь к выводу основных формуJr, опредеJrяющих 
';!Срез моменты х: величину того ию1 иного тср!VЮЭJIСI<тричесr<ого, 

'гермомагнитного или гальваномагнитного эффеi<тов. 

3. Термоэлеiпричес1ше явления 

1)·ЭJrеr<троннан составляющан тепJrопроводности 

Выпишем, прежде всего, уравнения, определяющие потоr< тешщ 
И электричества в отсутствие магнитного nоля. Имеем из (2.14), (2.15) 
и (2.16) 

Qe = - uN ,.(1) {-е т.' (п + 4) vll-\-1 Е + .. ,n-f3 \7 ln N _J_ \7·,11-/-ЗJ) (3.1) 
'2m' n л. л. ' л. ' 

j --- euNr;~) {- em' (п + 2) xn-1 Е+ х.п1-1 \71n N + Vx~~+1}. (3.2) 

Для того чтобы определить электронную составляющую тсшюпро­
водности, следует вычислить поток тепла Qc в отсутствие тока j. 
',Гаким образом рассматриваемое нами явление (тешюпроводность, 
обусловJrенная ЭJН~rо'ронами полупроводника) характеризуется условием: 

j =0. (3.3) 



Кроме того, не равен нулю градиент TCi\IIIl'Jйt'YPI·I 

( :1. ·1) 

Поток тепла, кат< нетрудно видеТJ,, 1\IOЖIIO запис:пJ, 
образом 

CJICдy ЮIЦИЫ 

r < 1 '>) 1 ., . nн i 
х \\7 (zn-1-з lпN)- ~, __ ::_:~:t,~ \7 (';0 11 , lп N)l (3.5) 

·· ' (n/:2)-i-l;_"-1 - j' 

г де введено сокращенное обозначение 

v (х.", lп N) = x.v v Jп N + 'VX."· 

Используя теперь усJювие (3.3) н заl\!ечан, 
тока 

(Э.б) 

что в отсутствие 

(3.7) 

г де kc- электронная составлшощая коэффициента тешюпроводности, 
мы для отношения f~e /о найдем · 

ke 1. (ll/2) + 2 x/l-1-J. { (ll/2) + 1 /z-.-1 д ' ' 
cr =т {(n/2) + 1]2 (2m' е)2 (х/!-1)2 (n/2) + 2 ~111-l дf (x.nf-.1, ln lv) --

- :т (x.n-l-1, lп N)}, (3.8) 

тде а - ЭJiектропроводность НОJiупроводнИI<а, равнан 

о= euN. (3.9) 

Форму л а (3.8) и определяет искомый коэффициент lге через момент 
x_v. В CJiyчae максвешювского распределении и отсутствия разогре­

вания, когда 3 

Х. 11 = ,;- (2 т' k Т) 11 12 Г (n ~- :~) , 
r 1t .... , 

(Э. 9') 

формула (3.8) переходит в 

(3.10) 

(см. также [5
]). 

2) Э ф ф е к т Т о м с о н а 

ЯвJiение состоит в выдеJiении или погJющении допошrительного 

тепла (помимо джоулевского) при прохождении тока через полупро­
водниi(, вдоль которого имеетсн градиент температуры. 

Выпишем, прежде всего, выражение дJш теПJiа q, выдеJiяющегося 
в единице объема за единицу времени n полупроводнrше, вдоJJь 
[<Оторого имеется градиент температуры. ФормуJiу для q можно 
получить из (2.3). Именно, q дается (2.3) (без члена дf!дt), eCJIИ 
предварительно умножить все уравнение на р2 /2 т' и проинтегри-

8 Причем 3 nz311_ 3 ,
11
=

0 
= !шF (t·, 0). 
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ровать по всем р от О до оо. Таким образом ПОJiучасм 

q = 
2 

;п' р (n' N Х2 
-- n;1 No х~) + div Qe + (Ej) + 

+ .!!:!:..__ (n _ 4) x-nl-1 + .1::..,--,-·. • 
,, N [ -п-1-з ] 
/

11 
Пl kJ (3.11) 

Второй и третий ЧJiепы в (3.11) обычны и появляются также и при 
отсутствии разогрепанин. Первый ЧJiен определяет баланс тешш, 
nогJrощаемого при тепловом перебросе электронов с JIOIШJIЫIЬIX уров­
ней в зону проводимости и выделяемого при их возвращении 

на лоi<альный уровень. ПоСJтедний ЧJiен представJrнет собой до­
полнительное тепло, передаваемое ЭJiектронами решетки при со­

у дарепиях в свяаи с превышением их средней энергии над энер­
гией атомов решетки. х~- момент Z2 при мю<свелловском распре-

делении. 

Дополнительное тепло, выделяемое ИJIИ пог лощаемое при наличии 
градиента температуры, заключено во втором и третьем членах фор­
мулы (3.11). Поэтому в даJiьнейшем мы будем интересоватьсятолько 
ими. Обозначив их сумму через q', имеем 

q' = div Qe + (Ej). (3.12) 

Выделим из q' джоулево тепло. С этой целью заметим, что из (3.2) 
следует 

Е = j__ + r<1J >7 (x.'t-l-1 1п N). cr n v . ' (3.13) 

Подставляя (3.13) в (3.12), получаем 

j' l ( (n/2) + 2 . Y.n-f-1• 
q f = -" + r(l) (J'>7 cx.n+I ln N)) - _:_ з· '(7 ) 

cr /! v • ' 2 т'{! (n/2) + 1 v xlt-1 ' 
(3.14) 

отr<у да для исr<омого тепла Томсона имеем 

qтомс = r\~) [ i~T (х"-1-1, ln N)- ( ~ + 2) x't-1 :т (~;:~~)] (jyr Т). (3.15) 

В случае маr<свелловского распределения и отсутствия разогревания 
из (3.15) и (3. 9') находим 

kT[дlпN З] qтомс = е д Т - 2Т (jyr Т) (3.16) 

(см. таюке [5]). 

~Термоэлектричество 

Вдоль ПОJiупроводника имеется градиент температуры. Между 
«холодным>> и «горячим» концами полупроводника, J( J(оторым при­
ложены металличесr<ие ЭJiектроды, возникает разность noтeнuиaJJOIЗ. 

Эта разность потенциалов ~ rp может быть определена nри nомощи 
формулы (3.2), а именно 

2 2 2 

'?l- 'f2 = -~ер=~ Е dr = ~ (j :r) + ~ r~J x.n+I (V' Iп N dr) + 
l 1 1 

2 

+ ~ r~) (V' xn+l dr). (3.17) 
1 



К теории уравнений переноса в сильных электр!Рtссюtх поюп. I ы; П' 

На опыте набJI!одается ра:шос1ъ по·,·енциаж>в между 1\rетnлJrиче~ 
СКИМИ ЭJJектродами, приJIОЖе!ШЫМИ 1\ l\OI!Щibl IIOJIYIIjiOBOДllИI\CJ. 

EcJIИ Ф1- контактная ра:'lность потеiщшРIОв J\ICЖJ\ v ыстаJr.Jrическим 
электродом с «XOJIOДIJOП» сторенты и но.rJупрстодниr{ом, а Ф" ~- I<ОН­
тактная разность потснциаJrов между l\fетпллическiнr электродом е 

«горячей>> стороны и полупроводником, то 

2 

Vтадс = фl- Фо + Фо- фl = (' (j Ift•) + (г(l) ·ztt·l-1) .. - (гШ xni·I) -' ,.... ""' ·· J cr н"' ... n .. 1 

1 

~~ ( а,.щ ) 
- xn+·l -~~~ ~ dr + (г(1) zt!l-lJп 4) -- (1·(1) y_tii-1Jп 4) -L 

дr n '· .. 2 n " J. 1 1 
(3.18} 

1 

г де А 1 и А2- постоянные, связанные с граничными I<ОJщентрациями· 

электронов N1 и N2 следующими соотношениями: 

N1 = А 1 ехр [- еФ1/kТ], 

N2 = А 2 ехр 1- еФ2/kТ]. 

Дшr r<оэффициента тэрмоэдс а., опредею1емого из соотношения 

Vтэдс (j =О) 
а= lim т- т , 

т"~'т, 2 1 

из (3.18) поJrучаем 

а. = rШ ~ (xn+t) + ~. (г<IJ -)t!+lln А) _ 
r1 дТ д7 rt t·. 

д [er;t) xnl-1 1 д -- -1 Ф -ln N- (1·(1) y_n+l) 
дТ kT дТ tt ' • 

(3.1 9} 

(3.20} 

(3.21)1 

(3.22)· 

ДJrя маr<свеJiловского распределевин и при отсутствии разогре­

вания для а имеет место выражение (см. 15
]): 

(3.23} 

г де е:- ~-энергетическое расстояние между дном зоны проводи­

мости и уровнем химического потенциаJШ. 
Заметим, что в случае термоэлектричества, I<ог да внешний TOI< 

отсутствует, разогревания ЭJ!ектронного газа может не произойти 
из-за малости электрических полей, возникших при заданном гради­
енте температуры. В этом cJiyчae эJiектронный газ можно разогревать, 
пропуская, например, дополнительный ток в направлении, перпенди­
кулярном градиенту температуры (по оси z). 

4. Гальваномагнитные явления 

Гальваномагнитные явления имеют место при IШJIОЖении магнит­
ного поля на полупроводник, по которому течет ток. Выберем на­
правJiение тока за ось х, направление поперечного магнитного поля-
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за ocr, z. Если сначала ограничиться поперечными эффектами, то 
достаточно дJIH их опредеJrенин выписать выражения дJIН потоков 

тешrа и эJrеrсгричества с точностью до членов, пропорциоrrаJrыrьrх 

первой степени напрнженности магнитного поля В вrиrючитеJrьно. 
Имеем 

Q = - _uN_ г(l) r- е т' (n -1- 4) х.· n-l-1 Е + уn-1-з V 111 N + Vx.n+з} -
е 2 т' n L ~ 

N ~ 
-· ./!------,·(2) 1- em' (2n + 3) у211 Е + x2ni-2V ln N + V y2nf-~, [J 1· (4.1) 

2 т' tl '· • . ' 

J. = - eu N;·(J) f- em' (n + 2) у·· n-.1 Е+ у 11 +1 \7 lп N -1- Vx. 11 -l-1_ 1
1 -

!l t '• '~ ( ~ " _,. 
- еа Nr~~) [- ет' (2n + 1) х.2'н Е+ Х.211 V lп N + Vx.2

", Щ. (4.2) 

Рассм.отрим теперь каждый эффект в отдеJrыюсти. 

1) Эффект XOJIJia 

Этот эффект, как известно, состоит в том, что при прохождении 
тоr<а через пОJrупроводнш< (в направлении оси х), на r<оторый на­
ложено поле в направлении оси z, между I<Онцами полущюводrrика 
в напраплении оси у возникает пекоторая эдс. Таким образом мы 
прежде псего имеем ус~rовия 

!::J.T= О, }у= О. (4.3) 

·С:Jrедует опредеJrить Еу = -'- дт;/ду. Из условия .i.v = О находим 

( 4.4) 

.Заменяя теперь Ех через j jeu.N, мы найдем 

д((! 2n + J y'2fl-З :3 . 
- rly = (11 + 2)2 l~n-1p cNc ;В, (4.5) 

·ОП< У да дJШ I<Оэффициента XoJIJJa поJiучаем сJiсдующее выражение: 

(4.6) 

ИспоJiьзуя (3.9), легко находим из ( 4.6) выражение для коэффи­
циента Холла в cJiyчae максвеJiловского распредеJiенин и отсутствия 
разогревания (5]: 

R . _ :з v; г ( n + 3/2) 1 
и::~--- . --

/l г2 (~:__ -1- 2) eNc 
(4.7) 

2) Э т т и н г с г а у з е н - э ф ф е r< т 

Явление состоит в появJiении поперечного градиента температуры 
дТjду в полупроводнш<е, помещенном во внешнее магнитное поле 
{по оси z), при прохождении тоr<а через поJrупроводниr< (в паправJiснии 
.оси х). Имеем следующие условия: 

дТ/дх=О,jу=О, Qy=O. (4.8) 



К теории ypaJJнcшii'r персноса о сн.пi,ных э.пi'IOPIPil'CI\I!X ппш1х. I bll 

Здесь Q- ПOJIIIЫЙ ПОТОJ( Tei!JI<I, ЛB.IШIOЩIIiiC'JI cy.\IМOii TL'!I.'J:I, пере­
НОСИМОГО peПICTKOii 

(4.0) 

и тешш, переносимого ЭJiектропаl\rи Q". 
Из усJIСJВИЯ }у= О находим д·:рjду, а Иl\rенно 

д<р (д/дy)(/l·t,lпN) n-f-1/2 iн-2 , " 
- ду = em' (n + 2) xnf-1 + (lr/2)-+1 ~~~-1- т '" !:.,,. tJ. ('k10) 

Градиент поюr - д·:рjду входит таrоне в уравненин, ш.пею1ющие из 

усJIОВИЯ Qy = 0: 

д<р (д;ау) C'!.n-1-a, lпN) 11 + 3;. z211 
, . 

- ду = е т' (n + '') х."-11 -\- (il/2) + -i х';Н т 1,~ Е.,. tJ -\-

+ !гр дТ 
cr [ (n/2) + 2] г;;) z11 1-1 ду · 

(4.11) 

ИскJiючшr из ( 4.1 О) и ( 4.11) д9jду и испоJrьзуп фор;ну JIЫ (3.8), 
4.6) и j ~ eu NEx, пОJrучаем 

дТ (11/2) + 2 cr 
д у = - -2П +-~- /г + /г 

е р 

/1-1 
. .,,,_., х 

т' е 1.: -

( 4.12) 

В случае максвеллавекого распредеJrения и отсутствии разогре­

вания, используя (3,9'), находим 

дТ /гТ rz-1 а R в· 
.ду = ----;;--2- !гр+ !ге 11

" J 
( 4.13) 

(см. таrоке 15
]). 

Провоют выкJrаДI(И, анаJIОгичные приведенным выше, можно вы­
•числить адиабатический эффект Холла- разность потенциалов, воз­
никающих вдоJrь направления оси у, при отсутствии потоков тепла 
и электричества в этом направ.лении. 

У слови е }у= О можно· еще записать в таком виде: 

--~ - (1) - . n-l-1 1 N - .:.t_ n + 2 х_. - , l Е. fJ , д ( ) д Т 1; . 211-2 

ду-rпдТ Х ,n ду r (n/2)+tzn-1m н·'. 
(4.14) 

Заменяя здесь дТjду по формуJiе (4.13) и преобразуя член с [3, мы 

пай д ем 

· д<р • • { (rz/2) + 2 
- ду = Rад}В = Rиз}В 1- 2n +1 

(4.15) 

В случае максвеллавекого распределении и отсутствин разоrрева­
ния ( 4.15) принимает вид: 

дtр R ·н{ n-1 1 (k -'- kT 0 )} - ду = щ} 1--2- kp + /ге е 1 е aq'l'oмc ' 
( 4.16) 
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где 

~ /г Т [д Jn N 3 J 
qТомс = е ---rrr-- 2Т ' (4. 1 7} 

Заметим, что в работе [5 ], где приводится формуJiа, аналогичная 
(4.16), перед сщ~;·аыс стоит не kТje, rшк должно быть (это дажеможiю· 
усмотреть из соображения размерности), а kfe. 

ОпредеJIИМ еще дТfду в отсутствие поля в направлении оси у, 
Таким образом r< условиям ( 4.8) следует прибавить и СJiедующее: 

д'f/ду =о. ( 4.18} 

Полагая в уравнении Qy =О, Еу =О, мы из• него находим 

- [kp __\ ___ cr_ ,·<IJ _i_ (Хп+з ln N] д Т = (n + 3f.,) от<2J х 211 Е~ Q. (4 .19)· 
' 2 m'e n дТ ' ду • r1 • · 

Используя ( 4.6), окончательно получаем 

д Т 
ду =-

[ (tx + 2) (n +з/2)/(2 n+ 1)-1 <in xп-I/x2n-2) r~~) 
kp + ( ~ + 2) crxn-1 [ '~~Jp :т (хn1-з, !п N) 

cr Rиз}В. (4.20} 

В случае максвеллавекого распределения и отсутствия разогре­
вания ( 4.20) принимает вид [5]: 

(4.21} 
k -1-1. [ 7.(дlnN)+ n+3 
Р ге дТ 2 

3) И з м е н е н и е с о пр о т и в л е н и я в м а г н и т н о м п о JI е 

Это явление относится к числу rшадратичных относительно в· 
эффектов и характеризуется усJювинми 

VT= О, jy =О. ( 4.22)' 

Чтобы вычислить относительное изменение электропроводности w 
магнитном поле D.aja = cr- cr (В)/ а, г де cr (В)- ЭJiектропроводность по­
лупроводниr<а в магнитном по Jie, выпишем j с точностыо до членов,, 
пропорциональных В2 вн:лючительно. Имеем 

j = - euNгi~ 1 {-е т' (n + 2) Х11-1Е + vхпн +хп+1 vlн N}­

- eaNri,2) [- ет' (2tt + 1)х2п-2Е + \1Х2п + X211\,1ln N,Q] + 
+ euNri~J {Q2 (- ет'Зпхnп-зЕ + У'Хзп-1 + xзn-lvln N)-

( 4.23)1 

Учитывая усJJовия (4.22), мы ДJIЯ}х и }у отсюда найдем следующие· 
выражения: 

/~ =- euN {- rif)em' (n + 2)у_11- 1Ех- ern' (2n + 1)x2n-2Ey0 + 

}у=- euN{- rh1
J em'(tt + 2)xn-1Ey + 

+ r~Jem' (2n + 1)х2n-2ЕхЩ =О. 

( 4.24) 

( 4.25) 
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·Оnределяя из уравнения (4.25) Еу и подставляя получешюс значение 
.в (4.24), мы найдем для i.v СJiедующее эначсш1е: 

J.v = аД, { 1- (n + :::
2

(~:1_1)~1 ~ [~
1

,:·~; ~-;~~~ 
2

- (~~f.JJ\;.~:';;) "J}· ( 4.26) 

.Qтку да, принимая во внимание ( 4.б), окончатеJIЫ/0 нолучаем 

cr- а (В) _ 2 2 [:111 (.11 .+. :!) z:щ-:1/1 -. 1 J 2 
r:; - Н.наG . (211 + 1 )2 ~211-2)! - J jj · ( 4.27) 

.При мtшспеJIJIОВском распределении и отсутствии раэогревания (4.27) 

.nринимает вид [5]: 

cr-cr(B) = n2.a2(/ln-1)B2 
cr ~IIJ ~ ' 

а;; 
( 4.28) 

:где 

(4.29) 

4) Эффект Нерниа 

Явление состоит в появлении добавочного продольного градиента 
·•rемпературы (вдоль оси х), когда поJrупроводннк, вдоль r<oтoporo 
течет TOI< (по оси х), помещается в поперечное магнитное ПOJre. Эф­
·Фект Нернста характеризуется СJrедующими начальными уиrовиями: 

Q .. =O; Qy:__ О; }у=О. ( 4.30) 

Прежде всего из усJrовия Q~;. =О (где значок О оэначает, что со­
·Ответствующая величина берется в отсутствие внешнего магнитного 
nоля) находим первоначальное значение градиента температуры дТJдх0 
.через }х. Имеем 

д Т (\j2m' е) (n/2) -t- 2 z11 +1 . 

дх0 = lг8 -t- !гР (n/2) + 1 i-1 J.v. (4.31) 

Теперь следует найти изменение градиента температуры при по­
rмещении поJrупроводника в поперечное магнитное поле (во всех слу­
чаях у нас магнитное пoJre направJrено л о оси z). У СJ!Овия ( 4.30) 
.запишутся в раэвернутом виде сJrедующим образом: 

· 0 Nf (1)5nн (2)52rtп (з)5зп-Iп 2 1 Jy= =--en lr11 у ---,r11 .r~~-r~~ у ~.! 1 , (4.32) 

.Далее 

(4.33) 

.(З).Q2 cr (n/2)+2 :x."+l 5 sn-·1+ rщ Q 2 _cr_ 5зпн 
- 111 '2т'е (n/2)-1-1 х"-1 у 11 2m'e у • 

( 4.34) 

Для нахождения дТjдх с точностыо до членов, пропорциональ· 
:ных В2 ВI(Л!ОЧИтелыrо, в формулах (4.32), (4.33) и (4.34) в членах, 
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'" .. s·зn-1 t•311+1 
nропорцнонаJiьных il", вместо точных значении L х.у , J х,у, можно· 
брать их значенип в ну.певом 11риближении, т. е. при отсутствии 
внешне1·о мa!'HИTIIOI'O пош1. В членах же, пропорциональных Q, 

следует s~~~, 5~1,1/1 ВЫЧИСJIИТЬ с точностыо ДО ЧJiенов, пролорциональ­
ных JIИHtЬ В нtutючитеJtьно. При этом уравнения ( 4.32) и ( 4.34) СJIУ­
жат соответственно дJШ определенин l:'y и dТ/ду (обе эти величины 
ВЫЧИС.JIЯЮТС:Я С ТОЧНОСТЬЮ ДО лерВОЙ СТепени В B!(JJ!OЧИTeJIЬHO), Урав­
нение (4.33) определяет искомую неличину дТjдх. После прос.тых,. 
но громоздких вьш.ладок дJI5! разности (д1jдх)- (дf/дх0) nолучается 
СJiедующее выражение: · 

/г -L/l ~----· (п f!T) 
( Р ' е) (Х clxo --

-[(n/2)+2xn+1(2n+ 1) 2n-2-(2n+3) ·2~~]\· cr(crГ<нc.En~ , 
(n/L)-J-.t х"-1 . Х У. JI~ + 2(m'e)'(2n+l)x2n-2X 

х ( 311+1 1 N) п 1 з (· 11 t-1 1 N) -{(n/2)+ 1 [д __ 21. '/.311-1 д J xn-1 
lz+ 1f2 дTX ,n -(n/~1)+2Ja~n-tдTX ,п -x-2~-~--z--

·
1 

- ( ·чzt2 1 N') . - --- ( п-f-1 1 N) '[ (1 n+
3
1. -/1! а J 

Х l дТ 'Х." ' п - (n/2)+ ·1 х"-1 дТ Х ' п ---

(n/2)-1-2 xn+l [д n+l/2 :;_2t1-2 д ]}2 д Т 
- (п)2)+ 1 ;.п-1 д Т (Х.211 , 1n N)- (n/2) +1 х'1-1 a:t{z''+t, Iп N) .. дх0 + 

l д n-f·n/2 х2" д ]} 
- дт·(х2"+2 1п N)-- --=--1 ·а 1·(,,п-н. lп N) Х 

_ ' (n/2)+ 1 х" л. ' 

(4.35) 

В случае мш<свелJrовс;кого распредеJtения и отсутствия разогрева· 
ния формула (4.35) переходит в следующую: 
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iJ т д т --- l~j ~~-~~---/ ;)~ j . t' ~~..:-:..' (' 2 1•1!_ - 1 ) -· 
дх -- дх(; = с 1! -' 1! · ·1 ., .. 

е 1 р ..... а;; , 

/; +- 2) _j + 

J_ (-":"--)21((11 + l)/~) 2 

+"/21"} 
' !?" +kp (11/'2) + ~ . 

В работе [5 J, r<ак тюкаэаJiа тщатеJrьшш пронсрка, при выводе фор­
мулы (4.3б) допущены mнибки. В [5J [формут1 (27)J лыссто 

(n-i)/'2 (!.:!.- 2) ошибочно стоит -~:=_J 112
-_±_. !l • также Bi\ICcтo 

(n/'2) + '2 !1 !1 '2 lt • ,\ 

f(n + 1 )" 3 ]
2( n , )-

1 [(' !!..:::t_,_J. ·)2 + :.3, ]2. L -;г- + 2 -:г +2 просто _ .. 
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ЗАПИСЬ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ СИСТЕМЫ ЧАСТИЦ 
С ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫМ ПОЛЕМ 

10. К. Хохлов 

Показапо, '!ТО взаимодействие системы частиц с эле!{тромаrнитным полем может 
.. быть выражено непосредственно через напрнжснности полн, нсзависимо от калнбров­
Ю! потенциалов. Дано общее oпpeдcJrcriиc мультипольных моментов и рассмотрено 
.их применевис в теории радиационных персходов. 

1. Введение 

Обычно энергия взаимодействия частиц с внешним электромагнит-
1цым пoJieM выражается через потенциалы поJш, а не через наnряжен­

.пости. Это, одпюш, не вызвано физической необходимостью. При 

.опредеJiенном. выборе базиса в гильбертовам пространстве волновых 
,фупю.I,иЙ частиц (или при эrшивалентной таиому выбору налибровке 
потенциалов) обнаруживается (см. п. 2 настоящей статьи), что зшзи­
,симость взаимодействия от потенциалов представлена только значе­

нием скалярного потенциала в начале координат, т. е. аддитивной 

постоянной, а в остыJьном взаимодействие зависит JIИШЬ от напря­
женностей поля. 

Это обстоятельство позволяет вполне общим и единственным обра­
_зом определить м у Jrьтипо.llыrые моменты как такие операторы, через 

которые выражаетсн энергия системы в электрическом (электрические 
jмоменты) и в магнитном (магнитные моменты) полях (см. п. 3). 

В качестве примера практического использования муJrьтипОJJьных 
:моментов мы дадим в п. 4 формуJrы для муJIЬтипоJrыrых радиационных 
переходов (случай поглощения) и попутно коснемся старого вопроса 
[ 1 - 31 о независимости выражений для электрических моментов от на­
личия обменных сил. 

2. Исходная форма гамильтониана 

Рассмотрим сис1·ему частиц, находящуюся в заданном внешнем 
:Элен:тромагнитном поле и подчиняющуюся волновому уравнению: 

if~ :, 'f =Н (А, Ф) ~~ 

Н (А, Ф) =Н (А, О)+~ е«Ф (ra, t), (1) 
" 

г де Н (А, Ф)- гамильтониан, описывающий взаимодействие частиц 
~ полем и между собой; е" и r"- заряд и координата о:-й частицы; 
А (r, t) и Ф (r, t)- веюорный и скалярный потенциалы поля. 

Обозначим через А (r, t) некоторую функцию, произвоJIЫIО завися­
щую от координат и времени; при введении вместо ~ новых волно­
.вых фушщий ~, 
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, П { iец } ~ = "' ехр - lic А (t·", t) ·~ (2) 

волновое уравнение nреобразуется к виду 

iti ~t ·~' = Н' (А, Ф) ·~', 
где 

Н' (А, Ф) = П ехр {-
1~~ А (r., t)} Н (А, Ф) П 

"' ~ 
{ 

ie, ·} 
ехр li~ А (1'f3• t) + 

+ ~ еа[Ф(r._, t) + c~t A(r., t)]. (3) 
а. 

Гамильтоннан (1) должен обладать свойством градиентной инва­
риантности, r<оторое состоит в том, что при каJшбровочном преобра­
зовании потенциалов 

А-,>А- V'A, 

ф___",ф +(д f сдt) А, (4) 

гамиJrьтониан (1) изменяется так же, кш< nри унитарном преобразова­
нии (2). 
Отсюда следует, что 

fi ехр {- i~: А (r., t)} Н (А, О) П ехр { 1~~ А (r!>, t)} =Н (А--- У' А, 0). 
а ~ 

Полагаем 
r 

A(r, t)= ~As(s, t)ds (5) 
(J 

(интеграл берется по прямой r; As означает проекцию А на направле­
ние r). В силу формулы 

r r 

\7 ~Asds = A(r) + ~ ~[s, rotA] ds 
(1 о 

и очевидного соотношения 
r 

Ф (r) -- Ф (О) = ~ (V'Ф)s ds 
о 

ПОJIУЧИМ 
·r 

Н' (А, Ф) =Н(- ; ~ [s, rot A]·ds, о) + 
о 

Га 

+~еа, ~ (vrФ + c~t A)s ds + Ф(О) ~ еа. 
а о 

В случае, когда рассматривается взаимодействие с внешним полем, 
можно положить 

Ф (О)= О, (6) 

5 ЖЭТФ, :М Б 
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тогда 
r Га 

Н' (А, Ф) =Н (- :. ~ [s, Н] ds, О)- ~е"~ Esds. 
О а 1) 

(7) 

Здесь Е и Н- напряженности магнитного и электрического ПОJiей: 

Е=- \7Ф- (д/ cdt) А; Н = rot А. 

В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением линейных членов 
rамильтониана (7), записав его в виде 

r Га 

Н'(А, Ф) = Н(О,О) + Н1 (- ~ ~ \S, Н\ ds)- ~еа ~ Esds, (8) 
о (J. о 

оператор Н1 (А) является вторым (линейным) членом разJюжения га­
мильтониана (1) по степеням А и, как можно по казать, у дОВJiетворяет 
равенству 

l (' 
(~, Н1 (А)·~)=- с~ (1 (r), А (r)) dr, (9) 

где l(r)-nлотность элеr<тричесl\ого тока в отсутствие поля; круглые 
скобки в nрименении к ~-функциям означают сr<алярное произведение 
в гильбертовам пространстве ~-фушщий. ПJютность TOI<a в простей-
шем случае 1 дается выражением ' 

сопр. + 

(1 О) 

г де та и ~~а- масса и собственный магнитный момент о:-й частицы. 
В заl\лючение настоящего раздела nоr<ажем, каr< выгJшдит резуJIЬ­

тат (7) в случае, наnример, задачи о движении тиrассичесr<ОЙ частицы 
н заданном внешнем ЭJiеl\тромагнитном поле. Фушщия Лагранжа 
для частицы имеет вид: 

st = Ilo (r, r) + + rA (r)- еФ (r). 

Производя калибровочное преобразование ( 4), (5) при усJIОвии (б), 
получим 

( 

. r r 
, . • е r . • 

Il =.fe'o(r,r)-c- y-~[s,Н]dsJ +e~Esds, 
·о / u 

Н' (р, r) =Но (р + + ~ ~ [s, Н] ds, r) -е~ Esds, 
о u 

в полном согласии с (7). 

. 1 Подробнее см. ниже, п. 5. 
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3. Мультипольные моменты 

Итак, энергия взаимодействия системы с элеi{Тромагнитным ПOJICM 
может быть записана в виде суммы двух ЧJiенов: электрического, 
зависящего от плотности заряда и напряженности элеiпричеСJ(ОГО 

ПОJIЯ, и магнитного, зависящего от шютности тока и напряжеююстн 

магнитного поля. При разложении полей по каrшм-Jiибо функциям 
эJiектрический член разлагается по электрическим моментам, магнит­
ный- по магнитным. В частности, напрнженности свободного эле!{­
тромагнитного поля, характеризующегосн волiювым числом k, могут 
быть раЗJIОЖены в ряды вида 

где 

00 1 2 

Е,, = ~ ~ ~Е,,, t, т,'· Yh,l, т,'·' 
l=l 1/l=-1 ),=1 

00 1 2 

H~t=~ ~ ~Hh,l,m.t.YI,,1,m,л, 
1=1 m=-1 Л=l 

( 11 ) 

У,,, 1, т, 1 =V~~i~ ~ ~i [t U1-1 + fн-1) f- У1, т. + (!1-1- 1 ~ 1 fн-1) r\7 Yt, m} 
./27t(2/+ 1)/ 

Yk,l,m,2 = V l(J+ i) t[r, VYt,т]. 

Здесь !1 =У 7t i 2kr Jн-'f, (kr); lt+'J, (kr)- функцин Бесселя индекса l+ 1/z> 
У1 т- нормированная шаровая функция от напршзJrения вектора r. 

' Величины У,,, 1, т, л (рассмотренные, например, в работе [4
]) норми­

рованы следующим образом: 

~ У1,, 1, т, л Y'h', l', т', Л' dr = '1t
2k-2 (2/ + 1) 8 (k - k') Bz, l'Bm, т' од, Л', 

откуда 

Коэффициент Hh',L, т, л определяется аналогично. 
Укажем еще следующие соотношения: 

rot У 1,,·1, 111 , 1 =- kYt,,l, т, 2, rot У,,, z, т, 2 =- kY,,, 1, т,I• 

Подставляя (11) в исходный гамильтониан (8), получим 

где 

со l 

Н' (А, Ф) =Н (0, О)-~ ~ Eh, z, т, 1 Q~,. t, т-
l=l /lt=-1 

со l 2 1 

- ~ ~ ] н,,, l, т, л м,,, /, т. л, 
1=1 т=-1 Л=l 

r 

Q~.l. т=~ р (r) ~ (Y,,,I, m,I)sds dr = 
о 

r 

= -,/2~~~~-~1~) ~ p(r)~Ut-1+ f1н)ds Y1,тdr~ 
о 

~ /27t (t + 1) k-
1 

. \ ( ) (~ )z у dr· 
~ v t (2/ + 1) (2i- 1)!1 ~ r r ~r l, 11! • 

p(r) = ~eao(r-ra); 
а 

(12) 

(13} 

' 
! ! 

! 
' 1 i 

' ! ' 1 

1 

1 ' 

i! 
:! :'i 

"' 
.: ! 

';",'( 

! 
~ i 

1 

:!' i 

: 1 
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м;,,l,m,l = нl(~ ~[s, v,,,l,m.l]ds) = 

= v~~2~: 1~) Н1 ( ~ {s (/1-1-1 ~ :l /tн) ds [r, \7 У1, т]) = 
о 

.. ;---2-;:-тt- k-1 ( l ) 
= V 1 (l + i) (2/ + i) (21 _ i)!! Н1 (kт·) [r, V Yz. т] ; 

м;,, 1, т. 2 = Н1 ( ~ ~ [s, Y~t, 1, т, z] ds) =-V2~ ~2~+1;) Н1 (\s/L ds,V Yr, т)= 

=- J/, (/ + 1f72t + 1) (2/- 1~~1(/ + 2) Hl ( (kri+l rV Yz. т). 
Из равенства (8) следует, что 

1 

с~. м1,,z, т, 1 ~) = 
' r 

=- ~ v~~~:~1~ ~ ~- ~s(JL-1- 1 ~ 1 frн)ds(l,[r,VYL,m])dr, 
IJ 

r 
' 1 / 2тс ( 2/ + 1 ) [ 1 [ ( ) (~,M,,,t,m,2~)= cV -L(I+i) ~rJsj1ds l,rVY1,m dr. 

о 

1 

Величину Q1,, 1, 111 назовем абсолютным ЭJiектрическим 2!-польным 
1 1 

моментом; величины м,,, 1, т, 1 и М,,, 1, 11r, 2- абсолютными 2!-польными 
магнитными моментами первого и второго рода, соответственно. При­
ближенные равенства в формулах (13) относятся к предельному слу­
чаю больших длин BOJJI-I, ко г да можно считать выполненным условие 
kr <{;:. 1. 

Кратко охараr<теризуем работы [5 •6], содержащие определения муль­
типольных моментов nри kr < 1, Элеrпрические моменты [5] совпа-, 
дают с Qh, t, т (различие нормировок нас не интересует), магнитные 
моментьi [5] (nервого рода, согласно нашей терминологии) определены 
несколько отлично от (13). ОпредеJrение [6] отличается от (13) трак­
товкой собственного магнитного момента частиц. Согласно этому 
опредеJrению, собственные магнитные моменты дают вr<лад в электри­
ческий момент системы, что, конечно, физически бессмысленно. 

Выпишем для справок несi<олы<d моментов при kr < 1 
" : ' 
', . ' j 

Q, vз , " (с· о )2 1 2 ) /1,2.0= 4 1l .L.J еа. е ra - 3 Га ; 

М;ц,о.1=Н1(-~ [e0,r]); м;,,1,±1.1=Н1 (- ~ [e±,r]); (14) 

м' ~ н ( k .[ [ () .] . )' . . ; . ( ll ) 
11,1,0,2 ~ 1 6 . е , r , rJ , М,,,1,±1,2=Н1 6 [[е±, r], r[ ; 

1 . 
е±= +

1
r 2 (e .. +tey); 

' Здесь е0 , ех и е у- орты осей х, у и z. 
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Абсолютные мультиr!ОJIЫIЫС моменты (13) зависят от выбора на­
чала отсчета координат (трапсшщионно неинвариантны), в большин­
стве же физических задач nриходится имс·1ъ дело не с абсолютнымИ, 
а с относитеJIЫIЫМИ (трансляциошю юшариантными) моментами Q1,,z,m 
И Mt1.l,m,Л (без ШТрИХОВ!), КОТОрые формаЛЬНО ПОJiучаЮТСЯ ИЗ Q;,,l,m И 

1 

M1,,l,m,л , путем замены всех веJшчин на относительные. При этом ин-
r r 

теграJIЫ вида ~ Asds заменяютсн на ~ Asds (Q - координата центра 
11 Q 

масс частиц); плотность тоi<а 1 (r) заменяется на шютность относ и­
тельного тока 

j (r) = 1 (r) -· р (r) ( ~ р (r') dr' )-
1 ~ 1 (r") dr"; 

абсолютные координаты ra- на относительные, r7. = ra- Q. 
Заметим, что название <<мультиrюльные моменты>> естественно со­

хранить именно за моментами (13) ввиду их свнзи с муJiьтиполышми 
радиационными переходами (см. ниже). Вообще же существуют и 
другие моменты, которые получаются, если вместо шаровых веJ<то­

ров Y!,,t,m,л воспОJJьзовюъся какой-Jшбо другой системой веrпорных 
функций. В простейших СJiучаях ПОJIН Е и Н можно разложить в сте­
пенные ряды, тогда взаимодействие окажется прелставJiенны!Уr в виде 
суммы так называемых [3J приводимых моментов, хорошо известных 
из классической теории электричества 2 • Действительно, 

r 

(ov. Н1 (; ~ [s, Н] ds) ~) = ic [r, l.Jz (Ht)r.=o + 
. о 

(15) 

Здесь х1 , х2 , х3 - проеюJ.Ии r на оси координат, индексы l, т, n 
пробегают значения 1, 2, 3; по· одинаr<овым индексам производится 

суммирование. 

4. Мультипольные радиационные переходы 

Как известно, свободное поле может бьiть разJюжено по плоским 
волнам, r<аждая из которых соответствует фотону с определенными 
импульсом и поляризацией. Известно также, что· в рнде задач оказы­
вается необходимым разлагать поле не по плоским волнам, а по сфе­
рическим !-волнам, r<оторым соответствуют фотоны с определенной 
энергией, моментом количества движения (квантовое число l), проеi<­
цией момента количества движения (r<вантовое чисJrо т) и четностью. 
При калибровке Ф (r) =О элеюрическая (магнитная) /-волна пропорцио­
нальна шаровой функции У h,t,т,1. (Ут:,!,m,2 ). 

На первый взгляд н:ажется, что дJrя рассмотрения радиационных пе­

реходов достаточно разложить свободное поле по l-волнам, обычным 

2 См., например, [7], стр.' 112-122. 

1 i 

,, 
1 

1 
' 
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способом nроизвести квантование и ПОJiучить таким образом в общем 
виде матричные элементы поглощения и испускания электрических и 

магнитных квантов. В действительности вопрос осложняется одним 
обстонтельством, т<оторое состоит в следующем. 

Объектом нашего рассмотрения является, т<ак правИJю, свободная 
·система частиц, неваэмущенные волновые функции которой образуют 
р-предстаВJтение в пространстве r<оординаты Q центра масс и [-предста­
вление в пространстве относительных координат. В этих условиях r<ван­
·тование по сферическим волнам естественным образом учитывает со­
хранение мамет-па r<ОJrичества движения и четности, но плохо при­

-способJiено для учета сохранения импуJтьса. Иными словами, ут<азан­
ный выше способ r<вантования, вообще говоря, не соответствует фи­
зическим усJювиям задачи, хотя и является формально правильным. 
Поэтому в задаче о мультипольных радиационных nереходах кванто­
вание следует производить каr< обычно, не по сферическим, а по ПJIО­
,сr<им вошшм, с последующим разложением относительного движения 

фотона по парциальным /-волнам. При этом взаимодействие оказывает­
·ся выраженным не через абсолютные, а через относительные 2l-поJть­
ные моменты. 

Приведем резуJrьтат, относящийся к сJrучаю логлощения (нереJrя­
тивистст<ое прибJrижение для частиц). 

Матричный элемент логлощения фотона с импуJrьсом 1i k и поля-
ризацией · 

дается форму JIOЙ 

(HI)to = ( 'ff, Н1 (е± V 2~;~/ eikr) ~j~ 0), (16) 

где L3
- нормировочный объем, ~ji1 и lji 0 - волновые функции началь­

ного и конечного состояний в лабораторной системе координат: 

lj!t=L-Зi2expCP~Q) Cft(Pl• Р2, ... ), 

ljio = L-312 tfio (pl, r:, · · · ). 
-Pt -Iсонечный суммарный импуJIЬС. Напомним, что р .. = ro: -Q, где 

cQ- !{00рдината центра масс 

На основании (12) матричный эJтемент (16) преобразуется к следу­
ющей сумме 

00 

(HI)to = 1~{- il-l Vс~~з (cpf, Qh,l,±l 'Po)opf, 1iit --
=1 

'l v2 71: 1ick ( м )' } + t +1 р - tfif, h,l,±Ы Cfo 0pf, fik · (17) 
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Первые два члена представш11от собой матричный элемент погJIО­
щсния эJrектричесь:ой парциа.rrыrой l-ilOJIПЫ, последний ЧJiен -- матрич­
ньiй элемент поглощенин магнитной /-волны. 

При получении формую,r (27) мы воспоJrьзоваJrись приведеиным в 
работе [4\ разJюжением плоп{ОЙ вОJIНЫ по функциям Y11 ,1,m, 1. 

· ± il<r ~ ( '1 у - ·1 у ) t е е = ..::::.J t lt.1, ±1.1 + t. lt,t, ±1.2 • 

1=1 

5. Обсуждение 

Резу ль тат ( 17) состоит в СJiедующем: взаимодействие системы с 
электрической сфернчесr\ОЙ парциаJrыюй волной выражается через 
магнитный момент второго рода и через электрический момент; взаи­
модействие с магнитной волной- через магнитный момент первого ро­
да. (Напомним, что имеются н виду относительные моменты.) 
При llr ~ 1 взаимодействие с каждой ·волной выражается через 
одноименный момент, таr( J{aJ{ магнитный момент второго рода при 
этом условии много меньше эJrектричесi<ого момента той же м у льти­
лольности. 

Это поСJiеднее обстонтеJiьство оказывается весьма существенным 
длн расчета радиационных переходов ядер. Известно, что при нали­
чии обменных сил электричесr<ий ток складывается из обычного тока 
(10) и так называемого «обменного тоr<а>>, обуслоrменного заряжен­
ными мезонами. Вследствие не у довJrетнорительного состояния совре­
менной мезонной теории внутриядерный обменный ток неизвестен, а 
следовательно, частично неизвестен и поJшый тоr<, опредеJrшощий 
магнитные моменты ндра 3 • Матричный эJiемепт в форме (16) соответ­
ствует такой форме записи (9) энергии взаимодействия системы с по­
лем, nри которой вен энергия оказывается формально выраженной че­
рез ТО!(. Фактически же при длинах волн, намного превышающих 
эффеюивный размер ядра, взаимодействие с элеr(трическим квантом, 
согласно (17), от тока не зависит, что и позволнет рассматривать элек­
тричесiше переходы, не обращаясь J{ мезонной теории. 

Вопрос этот уже обсуждаJIСН в литературе. Еще в [1] быJю предло­
жено пользоваться длн дипольных элеJ(трических переходов обычной 
формулой, независимо от наличия обменных сил. В работе \2] бьiJia 
сделана лопытr<а распространить результаты работы [1] на все высшие 
мультипольные электричесrше переходы. Один из недостат!(ОВ этой ра­
боты заключается в том, что авторы определили мультилольные 
моменты I(ai( результат разложевин плоской волны по степеням kr. 
При l > 2 введенные ими моменты ( nриводимые моменты см. в п. 3 
настоящей статьи) не имеют ничего общего с мультипольными. 

Наконец, в работе [3] предложено общее определение мультилольных 
моментов, относящееся J( случаю произвольных kr. Отличие этого 
определения от (13) состоит в том, что та часть rамильтониана, котаран 
траr(туется авторами как совоr(ушюсть электричесJ(ИХ моментов, в дей­
,ствительности зависит от магнитного ЛОJIЯ, и эта зависимость заметно 

СI(азываетсн nри боJrьших kr. 
Вообще, все работы по мультипольным моментам можно охаракте­

ризовать каr< попытки «наиболее у дачным образом» разбить rамильто­
ниан на элеr(трическую и магнитную части (в смысле, сформуJrиро­
ванном в начале пункта 3 настонщей статьи). При этом, однако, 
остается векоторан (малая) часть, которая не Я'3ляется ни чисто маг-

а Другими словами, частично неиsвестеи оnератор Пр 

i 
1 

1 

li 

1 ' ·' 
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нитной, ни чисто эле1прической. В настоящей работе разбиение О!{а­
зываетсн поJшым (остаток равен нулю). В этом смысле определение 
(13) ЯВJiяется единственным. 
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ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКАЯ КОНВЕКЦИЯ В ЭЛЕКТРОЛИТАХ 

Г. А. Остроулtов 

Развиваются и допоJIШiютсн резуJIЫаты работы [1], относнщисся I< расчету элсi<-­
тростатичесi<ОЙ I<ОJШеiщии в циJIШIДричесюiх капиллярах, заполненных электролитом. 

1. Исходные уравнения 

Уравнениями, описывающими ЯВJiения в толще жидкого электро­
лита, являются: 

уравнение потенциала 

;,Т(; s Ll'!i =- -- р • 
' /( "' 

уравнения непрерывности для потоков электрических зарядов 

cliv j
11 

= - р11 ; 

уравнения плотности тока 

J. = - grad Ф ·и о - D grad р + vp ·, n • ni· 11 11 n 11 

(1} 

(2} 

гидродинамичесi<ое уравнение движения Навье-Стокса, которое в 
несколько измененном и приспособленном для дальнейших расчетов 
виде напишем так: 

гидродинамическое уравнение непрерывности 

div ·r v =-т; (5} 

наконец, уравнение плотности жидкости 

(6) 

Здесь приняты следующие обозначения:· n- номер данного сорта­
ионов из числа т, находящихся в жидкости; ер- потенциал в данной 
точке жидкости; 1(- диэлектричесi<ая постоянная жидi<ости; р11 -
у дельная плотность зарядов данного сорта ионов номер n, т. е, 

элеi<тростатический заряд 1 см3 жидкости, обусловленный ионами; 
именно данного сорта; j 

11
- плотность электрического TOI<a в жидко-· 

сти, обусловленная движением ионов именно сорта n; j -полная 
плотность тока в жидi<ости; U 11- подвижность ионов сорта n; Dп- ко-­
эффициент диффузии данного сорта ионов, см2/ сек.; v- сi<орость 
жищ<ости в данной точке, см/ сек.; ·r- плотность раствора, I' / см3;. 
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·ro -- плотность растворителя; g - вектор ускорения силы тяжести, 

g == 981 см f сек2 ; 1~- динамический коэффициент вязт<ости жидкости, 
г/см сек., ~ = (д2 1 дх2) + (д2 1 ду2) + (д2 1 дz2)- оператор Лапласа. Все 
электрические величины считаются выраженными в электростати­

ческой системе единиц. 
В этих уравнениях не учтено нагревание жидкости ни проходя­

щим током, ни движением вязкой жидi<ости, ни иными источ­
никами тепла- усJювия считаются строго изотермическими. Закон­
ность этого предположения представляет собой физическую гипотезу, 
требующую своего ЭI<спериментального исследования. 

В уравнениях (1)- (6) неизвестными являются: потенциал ер, дав­
Jiение р, плотности зарядов различных ионов Р,Р плотности тот<ов, 

-обусловленных движением различных ионов, j 11 , скорость жидкости v, 
·суммарная плотность тока .J и плотность жидкости r, всего 2m +5 
неизвестных (из них т + 2 векторных). ДJIЯ нахождения этих неиз­
вестпых имеем совместные однократные уравнения (1), (4)- (6) и 
2m + 1 уравнений (2) и (3), всего 2m +б уравнений (из них т+ 2 
вет<торных). Поэтому решение этой сиетемы вполне определенно. 

Каждое из уравнений (3) означает, что внутри жидкости ионы 
данного сорта не возникают и не исчезают (они могут, r<онечно, возникать 
и исчезать на электродах). Однако исеJiедования ПоJrукарова [2] уi<азы­
вают на то, что в некоторых случаях ионы металлов вблизи катода раз­
ряжаются на каr<их-то других ионах, превращаясь в KOJIJIOид мелкодис­

персного метаJIJш. Павидимом у, количественных заr<онов такого раз­
ряжения одних ионов на r<аr<ие-то другие внутри жищ<ости пока не 

установлено. Когда они будут установлены, они помогут составить 
некоторое число уравнений допоюштельно I< вышеприведенным. 

Для интегрирования этих дифференциальных уравнений необхо­
димо предварительное установление определенных граничных условий. 
В соответствии с порядr<ом уравнений для уравнений (1) и (4) нужно 
по две произвольных постоянных, для уравнения (5) ·-одна, для урав­
нений (2) и (3) -по rn произвольных постоянных- всего 2m + 5 произ­
воJrьных постоянных. Для полного опредеJrения этих постоянных 
необходимо иметь 2m + 5 граничных условий. 

Не б у д ем останавливаться на от дельных при чу дливых раепреде­
.лениях давления по границам сосу да; это само по себе- и без элек­
тростатиrш- представляет тру днейтую задачу гидродинамики. 

Примем в качестве основного граничного условия наличие на гра­
ницах прилипшего I< стенкам слоя жидкости. Тог да сr<орость жид­
кости на границе S 

Vs= О. (7) 

Павидимаму, во многих случаях, r<ог да опыты проводятся в отr<рытых 
сосудах, так что жидкость соприкасается с воздухом, открытая по­

верхность жидкости также является твердой, будучи покрыта хруп­
I<иМ слоем поверхностно-активных веществ. Для такой поверхности 
условие (7) справедливо. В противном случае, т. е. ко г да жидкость 
достаточно чиста сама по себе и соприкасается по открытой поверх~ 
ности не более, чем со своим собственным насыщенным паром, при­
дется допустить возможность наличия горизонтальной скорости жид­

Усости на этой отiсрытой поверхности, и взамен жесткого условия 
(7) пользоваться облегченным условием 

{[g·v]}8 =О. (8) 

На .диэлектрических стенках сосу да ионы любого сорта стацио-



Электростатическая Iшншчщпя в ЭJiскгроJштах bl-\i 
···----·-··"··-----.-----~~~---- .. ~-----~----------~-··- ·---~--.. ··---------~--

нарно не ОТJiагаются, т. е. нормальная составJшющан пJютности ион­

ного тока на них 

(9) 

На электропроводных стенках сосу да при прохождении тока ионы 
отлагаются ИJIИ растnоряются в стационарном режиме неnрерывно. 

Число их может быть в nростых СJrучаях onpeдeJreнo по показаниям 
миллиамперметра, а в сложных- путем количественного анализа 

осадi(а или раствора («до опыта>> и «после опыта>>). Поэтому для этих 
стенок левая часть уравнения (9) может считаться численно из­
вестной. 

На электроnроводных метаJrлических стенках обычно с достаточ­
ной точностыо можно полагать, что потенциаJr r<аждого сорта стенки 

одинаков. 

Кроме того, можно nолагать, что разность потенциалов между 
стенками разного сорта (но металлическими!)- с учетом ci<aЧI<OB 
nотенциала в CJIOe ГельмгоJrыщ- Штерна- известна (из . поr{аза-
ний вольтметра ИJIИ !{ОМnенсатора): · 

Ф~= Ф~. 
1 ~} ~J 

В некоторых очень тоrших опытах, вероятно, можно полагать, 
известен общий зарнд жидкости, т. е., что известна величина 

~~~ ~ р11 dx dy dz, 
Т!=l 

(10) 

что 

(11) 

Однако считать эту веJшчину надежно известной вряд ли обосновано. 
Вероятно, в некоторых случаях можно с учетом констант диссоциа­

ции считать известными такие частные интегралы: 

(12) 

Каждый из них представляет запас диссоциированных ионов сорта n 
в объеме экспериментального сосу да. Понятно, что в формуJшх (11) 
и (12) не дОJIЖНЫ учитываться ионы, растворенные с элеr<тродов в мо­
мент сборки экспериментальной установки, а также ионы, адсорби­
рованные стенками. 

Таким образом известными могут считаться следующие граничные 
условия: одно вида (7) или (8), одно вида (10) и 2m вида (9) и (12), 
всего 2m + 2 условия- на три условия меньше того, сколько нужно. 

Поэтому неизвестные величины могут быть из перечиСJrенных уСJювий 
определены не .вполне точно, а лишь с точностыо до трех произволь­

ных постоянных. 

В некоторых задачах могут возникать обстоятеJrьства, увеличива­
ющие точность нахождения неизвестных. Например, во многих зада­
чах условие Iшнечности функций и их производных может играть 

роль граничных условий. 
Возможно также, что в отдельных случаях адсорбирующая спо­

собность по отношению r< каждому сорту ионов может считаться 

известной. Это даст новые граничные условия [ер. ниже уравнение 
(22)]. Поэтому впоJrне возможно, что число граничных условий, 
формулируемых в этой задаче на основании разJшчных соображений, 
оr<ажется больше, чем 2m+ 5. Это будет означать, что не все эти 
граничные условия могут быть заданы по произволу, т. е., что 
некоторые из них являются следствиями других. 

. . 
! 
1 

' 
i 

:•' 
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Ура~нения (1), (2) и (6)- линейные, уравнения же (3)- (5)­
нелинеиные. Поэтому исr<лючительно важное значение имеют те 
частные случаи, г де нелинейпасть если не устраняется полностью 
из уравнений, то по крайней мере ограничивается меньшим числом 
членов, таr< что к этим оставшимся членам можно nрименить метод 

посJrедовательных приближений. И ног да устраняется неливейность 
из тех членов, в которые входит скорость, таr< r<ar~ та категория 

случаев, когда мы можем эту сr<арость полагать весьма малой, 

очень обширна. Это относится, в первую очередь, к комбинации 
(vV') v, обычно (в ламинарных потоJ<ах) малой по сравнению с 11 6.v. 
Сверх того, существует специальный случай, r<arдa эта комбИнация 
точно равна нyJIIo. Это получается тогда, когда скорость всех точек 
жидкости nараллельна или антипараллельна одному определенному 

напрашrепию (образующей цилиндрической трубы). В этих случаях 
уравнение ( 4), оставаясь пеJIИнейпым в своем к у Jiоновском члене, 
становится линейным J3 опюшепии сr<орости, и поэтому приобретает 
следующее важное свойство: оно допускает суперпозицию сr<аростей. 
В силу этого свойства действительную гидродинамическую сr<орость 
v можно рассматривать в тюшх случаях J<aJ< веиторную сумму трех 

везависимых: скоростей, одна из которых обусловлена тоJrько гра­
диентом давления, т. е. паскалевским членом уравнения, вторая­

толы<о гравитационным эффектом, т. е. архимедовским ЧJiеном урав­
нения, и третья- только электростатическим эффектом, т. е. куло­
новсrшм членом уравнения. Эти три причины вызывают каr< бы три 
независимых друг от друга взаимно пронизывающих течения жид­

Т<ости. Суммарное течение- у довJiетворяет уравнению (5) и входит 
в уравнения вида (3). Граничным усJrовиям должно у дав летворять 
суммарное течение. 

2. Бинарный эле~Пролит в Iфуrлом капилляре 
из диэлектрического материала 

Пусть просвет цилиндрического круглого капилJrяра, изготовлен­
ного из диэJJеrпрического материала, · запоJiнен жидкостью, содержа­
щей ионы противоположных знаков только двух сортов (т= 2). 
Для простоты положим их одноваJiентными: z1 = 1, z2 =- 1. Концен­
трацию зарядов, обусJiовленную каждым из ионов (с учетом I<онстанты 
диссоциации при температуре опыта) в толще большой массы жид­
I<ости обозначим через р0 • )f{идкость находится в покое. Внешних 
электростатических полей нет. Ток равен нулю. Гравитационным 
эффектом пренебрегаем. 

При этих условиях у нас сохраняются JIИlliь уравнения (1) и (3), 
I<оторым можно придать такой вид: 

_ .6.со = 4np0 (.11. _ J2) 
' К Ро Ро ' 

(13) 

d kT d 1 Pr /гТ d l Pz - gra ер=- gra n- = - - gra п -. 
е: Ро е: Ро 

(14) 

Отсюда 

.11_ = д = е- • (rp - Ф)flrr 
Ро Р2 ' 

(15) 

и дaJiee 

Ll(j1 = 
8;Ро s11 [k~ (ер- Ф) J. (16) 

Наконец, 

(17) 
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Здесь Ф означает постоянную интегрирования, а именно потенциаJI 
в той точке жидrшсти, где действительная концентрация ионов обоих 
{'Ортов точно равна Ро и где поэтому Е р 11 =О. Буквой \~ обозначен 

безразмерный потеrщиаJ1: 

~ = keT (<р- Ф) =- IпJ:.!... = lп~. 
Ро Ро 

(18) 

е:- заряд ЭJiектрона, k - постояннан Больцмана. 
Нелинейное уравнение (17) совпадает с уравнением (202) работы 

Pl ( стр. 128 и след.), описывающим IIOJie около иона или шарообраз­
ной !{ОЛJЮИдной частицы. Уравнение JIИНеаризуетсн и решается совсем 
легко в том случае, коr да можно полагать, что безразмерный потенциаJI 
·~ мал по сравнению с единицей, т. е. когда концентрация ионов 
у стенок капилляра не силыю ОТJшчается от их ко1щентрации в TOJIIцe 

большого сосу да. Например, когда р1 / р0 = 2, то ln (р1 / Ро) = 0,69, 
·sl1 0,69 = 0,75, т. е. отJшчается от 0,69 на непОJшых 9% (['1], стр. 35). 
Это- случай тошсих капилляров из материаJJа со слабой адсорбцион­
ной способностью, заполненных разбавJiенными CJiaбo диссоциироnан­
ными электролитами (в том чисJiе не водными). 

Заменяем нелинейвое уравнение (17) JIИнейным, I<оторое для ци­
линдрической задачи при осевой симметрии приобретает вид: 

(19) 

Здесь величина 

(20) 

имеет размерность дJшны. Ее условно называют толщиной диффуз­
ного слоя. Для водного бинарного одноваJiентного элеr<тролита при 
комнатной температуре она сос'!'авляет приближенно ([3

], стр. 134 
уравнение (229)) 

3 · 1Q-B 
!t-:::::; Vc 
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При этом 

Е k т , (R) !г Т [ .1 ( . R )] = - ---- 'V = - --· ~о - l 1 t - ; 
е . eh , lz (24) 

Фо=- slzE /~г т[- il1 (i -~ )] . 
Тогда 

kT kT (· г) 10 (iгjh) 9(r)-Ф=7t)!(r)=-e Фоlо th =-hE--iJl(iRjh) (25) 

При широких капиллярах, когда r-'>R-"'"оо,это выражение стремится 
к пределу: 

;·-
- hE J/ -~ е- (R- r)/11_> _ hEe- (R -r)/11 .• 

Необходимо подчеркнуть, что электрическое поле в жидi\Ости внутри 
капилляра совершенно не б у дет однородным: потенциал меняется с 
радиусом вовсе не по линейному закону. 

Обычно стенки адсорбируют отрицательные ионы. Заряд этих от­
рицательных ионов вынуждает поJJОЖительные ионы Iшнцептриро­

ваться вблизи стенки. Поэтому напряженность поля бывает направлена 
от оси Iшпилляра I\ его периферии, а потенциал убывает от оси к 
периферии (ер. ниже рис. 1 ). Если незаряженный ЭJiектричеством­
нейтральный- rшпилJшр наполняется незаряженной жидкостью, то 
нюше бы nеремещения ионов внутри этой системы ни nроисходили, 
ее общий заряд останется ЭJiектрически нейтральным. EcJIИ потен­
циал в 01\рестности системы был нуль, то он таким и останется. 
<<Окрестности» системы 1\al\ раз и начинаются в толще диэлеr\трика на 
внешней границе адсорбированных ионов. 

Действительно, можно допустить, что таr<ое положение в идеаль­
ном случае и возможно. Тог да в отсутствие слоя Гельмгольца -
Штерна можно ожидать на границе: 

(26) 

Исl\лючив отсюда и из (25) nроизвольную постоянную интегрирова­
ния Ф, получим внутри жидl\ости 

, ( ) _ lzE[Jo (iR 1 h) -J0 (ir / Jz)] 
:Р r - - iJ1 (iR 1 h) • (27) 

Для широких капиJiляров r->R__.,.oo это выражение стремится к 
hE [l- e-<R-r)Jit]. 

В действительности таr<ая примитивпая r<артина не точно обрисовы­
вает действительность, если капилляр находится в соединении с тем 
большим сосудом, из которого он напошшлся. Жидкость, обедненная 
отрицательными ионами (ввиду того, что они адсорбированы стенкой), 
не будет находиться в элеi\тростатичесr<ом равновесии с жидкостыо 
в большом сосу де, г де обеднения не получилось. Отрицательные ионы 
из большого сосу да б у дут медленно диффундировать в капиJI­
ляр. Так же и положительные ионы б у дут диффундировать из капил­
ляра в большой сосуд. Поэтому через длительное время, I<Orдa рав­
новесие восстановится, суммарный заряд капилляра будет не нулем, 
а отрицательным относитеJiьно жидr<ости боJiьшого сосу да, которая 
окажется положительно заряженной. 

Чем уже r<апилляр, тем медленнее процесс диффузии, но зато тем 
больше соответствующая поправка к потенциалу. Возможно, что в 
не1юторых случаях, ко г да в электролите nрисутствуют объемистые 
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мелкодиспсрсные, губчатые и.пи ворсинчатые осадки, а та!<же в ряд~ 
биологичссr<их случаев это явJrение играет важную роль. 

Тешим образом, обозначив через Фп11 и <IJд не зависящие от r<оор­
динаты r попрапки типа ГеJrьмгОJIЬЩI- Штерна и диффузионного типа, 
вместо (27) нужно писать 

, (r) = l Е lo (iR 1 /z)- 10 (ir /lz) + tiJ _ <IJ 
:р 1 ·.J ('Пjf) ·ГШ д• -- l 1 ll\ l 

(28) 

На рис. 1 изображено распределение потенциала 
обеих поправок для двух случаев: разбавJrешrого и 

'f' в отсутствие 

r<онцентрирован-

нога растворов бинарного рапно-
валентного элеrпролита, причем ра- 10 

1Р ~ 
-1---· 

1 ' диусы r<апилJшра, а также материал 

стенок (т. е. величина Е) одина­
ковы. Для разбапленного раствора 
положено IL = R, для r<онцентриро-

Рис. 1. Распределение потеiщиvJJа 
ер в отсутствие поправсн<. 1- h = 
= R (разбавJI.), 2- 10h = R (!<ОН-

центр.) 
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Рис. 2. Раснрсдслснис ПJJОтвоспi 
за ряда. 1- lz = R (раэбаВJI.), 

2-10/z = R (концентр.) 

ванного 10 h = R. По формуJrе (20) это отношение соответствуt.т 
стОI<ратному отношению r<оrщентраций р0 • Единицей ДJIЯ измерения 
потенциала принято значение RE. 

На рис. 2 изображено соответствующее распредеJrение плотности 
зарядов. Единицей дJIЯ измерения р принято значение КЕ f4r-R. Из ри­
сунка видно, что при разбавJrеююм растворе плотность зарядов поло­
жительного знака почти одинаr<ава по сечению rшпилJшра, тог да как 

в концентрированном растворе она изменяется почти в 3000 раз. 
Эти расчеты и рисунки весьма точны до тех пор, nor<a безразмер­

ный потенциаJJ ~ не превосходит на стенке капилляра значения 0,3, 
т. е. потш потенциал в центре капилляра не превосходит величины 

О 3 kT = 0,3·1,38·10-16 ·300 =О 0078 V 
' Е: 1,6·10 12 

' ' 
(29) 

sh (0,3) /0,3 = 1,015. 

Если величина безразмерного потенциала выше, то расчеты стано­
вятся неточными и задача требует нелинейной трактовiш. В послед­
ней формуле 1,38·10-16 ·300 эрг соответствует комнатной температуре, 
1 ,6 · 1 о-12 эрг соответствует энергии 1 е V. 

На рис. 3 в грубых чертах · показано распределение зарядов по 
Гельмгольцу-Штерну. Примерный диаметр атома помечен отрезком а. 
На рис. 4 эс!{изно показано распределение потенциала в капилляре 
при наличии слоя Штерна. На рис. 5 приведено распределение cr<o-
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расти движения жидкости по радиусу капиJrJrяра ДJШ неr,оторых 

типичйых СJiучаев. Кривые вычислены ДJШ значения R = 10 IL. Кри­
вая 1 дает распределение сrюрости чистого электроосмотического 
-гечения жидкости по Смолу ховскому. Положительный электрод вверху, 

жидкость гонится вниз. Кривая 2 дае1' 
распределение скорости электроосмоти­

ческого движения жидкости при наличии 

противодавления, направленного снизу 

вверх. Противодавление выбрано таким, 
ЧТО НИКа!(ОГО ИТОГОВОГО ТеЧеНИЯ ЖИД!(ОСТИ 

не получается. Сколько жидкости вгоняет­
ся противодавлением вверх .через цент­

ральную часть капилляра, столько же 

отсасывается ЭJrектроосмосом вниз в пе­

риферическом сJюе. Как видно из рисунка, 
Рис. :~. Распредсле11ие заридав r<омпепсация электроосмоса противодав­

по Гельмгольцу- Штерну 
Jrепием не означает, что жидr,ость в 

r<апилляре находится в поr(ое. Наоборот, 
в ней происходит конвекция. Грубо ~11!говоря, периферические 
части жидкости несут заряды к отрицатеJrыюму элеr<троду, ней-
трализованная жидкость через центраJrь-

ную часть капилляра возвращается обрат- u 

но. Кривая 8 соответствует случаю измере­
ния потенциала истечения при условии, 

ко г да током объемной проводимости мож-
но пренебречь по сравнению с током 
поверхностным (сиJrьно подвижный плохо­
лроводящий ЭJrектрОJшт). Жидкость прохо-

·--··h -а-.......... -а . ._ 
' ' ' -----------------~------~- / 

\ : : ~ 
' ' ' 
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о Гo------c>tr-\---'"<--f:-.:: 
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Рис. 4. Распределение потенциала в капил­
лире при наличии слон lilтepнa 

Рис. 5. Распределение скоро­
сти движенин жидкости по 

радиусу !(аПИЛЛЯра 

дит преимущественно через центральную часть r<апилляра и увле­

r<ает с собой заряды, расположенные . в области О< r 1 R < 0,83. 
:Эти заряды создают «потенциал истечению>, который вызывает об­
ратное течение жидr<ости в узr,ом пристеночном cJioe 0,83 < r 1 R < 1. 

Параболичесн:ая лривая 4 соответствует течению Пуазейля. Она 
наблюдается тог да, r<ог да <<nотенциал истечения» точно равен нулю. 
Это может быть достигнуто искусственно путем компенсации с при­
менением двупарных ЭJrектродов, но может получиться и стихийно 
в случае весьма вязтшх, хорошо проводящих жидr<остей, когда объ­
.емный ток несравнимо больше тока поверхностного. 

Различные соотношения между величиной тока проводимости и 
·ror<a поверхностного могут Lбыть отображены различными кривыми, 
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занимающими промежуточное положение между криnьтми 3 и 4. 
Масштабы криnых 1 и 4 пт,Jбраны так, что эти I(ривые соответствуют 
одинаковым объемным СI(Оjюстям. Поэтому ординаты !(ривой 2 явшr­
ютсн суммами ординат кривых 1 и 4. 

3. Приближенвое решение нелинейных уравнений для треугольного 
сечения капилляра 

Скважины и пустоп .. ,r, иногда заполненные элеr(ТРОJIИТОМ, в пори­
стых материалах (прнжа, торф, почва, ткани растений и животных 
и т. н.) вряд ли имеют даже отдаленное схо;J,ство с тем кpyгJIЫl\I ци­
Jшндричесrшм rшпиJrJшром, который был jXlCCI\IOTpeн в предыдущем 
разделе. Неr(оторым приближением к действительности могут сJrужить 
электроrшнетические явJrения в rшна.не призi\штичесr{ОЙ qюрмьr. Поло­
жим, что в основании этой призмы лежит праlJильныii треугольниr(, 
и что она вырезана в толще ди:мектричеСI(ОГО массива. 

МатсматичеСI(Ое исследование эJiеrпрокинетичесrшх явлений начи­
нается с интегрирования нелинейпого уравненин безразмерного по­
тенциала, которое ДJШ бинарного одновалентного эJrtектроJrита зшшсы­
вается так: 

(30) 

Это уравнение должно быть проинтегрировано при двух гранич­
ных условиях. Во-первых, стсrши кarraJra обJrадают способностыо у дер­
живать OKOJIO себя в диффузном слое поJюжителыrые одповаJrентпые 
ионы данного сорта с CИJIOIO jcp. уравнение (22)) 

еЕ= е ( --\ gгad 'f \)п = - kT'~~ . (31) 

Другими словами, на гранях призмы нормальпая составляющая гра­

диента безразмерного потенциала известна и равна 

д•f 1 дп = - еЕ 1 k Т. (32) 

Во-вторых, потенциал в полости призмы rшнсчен; например, в цен­

тре полости 

(33) 

Ввиду тру дпости аналитич есr<Ого решения поставленной задачи был 
использован метод посJJедовательных приближений в конечных раз­
ностях [5 ], nричем получились результаты, представJrепные на рис. 6. 
При этом было положено 

а sE 2а 

2/z = 1 ; н vз- = 1· (34) 

На рис. 6 изображен реJrьеф безразмерного потенциала, взятого с 
обратным з:наr{ОМ. Kar< видим, эта фигу'ра имеет кратераобразный ха­
раr{тер: потенциал в центре выше, чем по краям. 

Кроме того, ясно видно следующее важное обстоятельство. Потен­
циал в разных точr{ах треугОJrьного nериметра сечения призмы не­
одинаков: по середине граней он выше, чем по уrлам. Таким образом, 
в этих условиях обобщенное выражение «потенциал стенкю> без ука­
зания места на стеtше теряет смысл. Это обстоятельство тиnично для 
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нещ.1угJrых пОJюстей, а также для полостей нецилиндричесrшх- по­
лостей персменного сечения [см. соображения, приведшие к форму­
Jiе (28)]. 

EcJIИ бы ОJ(ружающий массив бьrJI элеrо·ропроподным, то потен­
циал в различных точr<ах стенки выравнялся бы за счет протекающих 
по массиву токов. Но тог да градиент потенциала оказался бы неоди­
наковым вдоль граней: в середине граней градиент потеrщиаJrа увели­
чился бы по абсолютной веJшчине, в углах- уменьшился бы. В cиJry 
притягательного действия стеюш в yгJrax началось бы ОТJJОЖение 
атомов вещества, присутствующего в растворе в виде положительных 

ионов. На серединах граней началось бы растворение вещества элек­
тропроводной грани в виде поло­
жителыrых ионов. Этот процесс 
пойдет в затухающем темпе, поr{а 

канал не приобретет формы кругJюго 

-ф 

Рис. 6, Рельеф безразмерного потенци­
ала, nзнтого с обрашым знаrтм 

Рис. 7. Распределение шютноспr элеr(­
тричесr(ИХ зарядов по сечешrю призма­

тической полости дJШ случан 2pr1 = 1 

цилиндра. ЕсJш грань нерастворима в этом элеrсrролите, то па ней 
должно начаться Jшбо выделение атомов вещества, присутствующего 
в растворе в виде отрицательных ионов, либо отложение тоrшого не­
электропроводного (диэлеюрического) слоя. 

На рис. 7 изображено распределение шютности электрических за­
рядов по сечению призматической полости дJrя случая 2р0 = 1. Этот 
рисунок показывает, какое огромное увеличение плотности объемных 
зарядов получается вблизи стенки (по сравнению со средпей частью 
сечения полости), в особенности в у г л ах полости. Понятно, что такое 
же скопление зарядов будет происходить в углах и трещинах по­
лостей любой формы. 

Я{ и дк ость, содержащая эти заряды, находится n элеr<трическом 
поле зарядов, адсорбироnа:нных на стенках. Возниr<ает специфическое 
для электролита пристеночное гидростатическое давление электрост~ 

тичесrшго происхождения. Это давление I{ar< бы впрессовывает 
жидкость в щеJrи полости. Ввиду того что поле потенциальное, 
оно не вызывает движения жидкости, а только создает гидроста­

тическое даВJiение. Величина этого давления высоr<а в концентриро­
ванных элеr(тролитах, особенно в трещинах стенок, обладающих 
большой адсорбирующей сrюсобностыо. На рис. 8 поrшзапо распреде­
ление давления вдоль медианы основного треугольника в произвольнам 

масштабе. Наличие давления тормозит заполнение трещин электрод­
ными отложениями (в случае элеi{тропроводного массива), а в неко­
торых случаях может даже способствовать углублению трещин, 
вызывая процесс разрушения материала массива. 

Если ввести в нашу полость, сделанную в диэлектрическом мас­
сиве, эJrектроды с .одного и другого ее конца и приложить к пим 
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небоJiьшую раэность потенциалов, то nл.от, поJюсти (nдOJif, оси) nоэ­
никает СJШбое осевое ЭJJектростатическое rrOJIC. На11ряженность его 
неиэмеримо меньше напряженности, обусJJ(шленной пристеночными 
электрическими явJJения!lш. Поэтому это пoJie почти не нарушит 
пристеночных явлений, и рою, его сr<ажетсл то.тrы<о на рас­
творе электроJшта. Эта рош, све­
дется, во-первых, к тому, что ионы 

раэпых знаков б у дут двигаться I< 
противоположным ЭJJеr<тродам вну-

три ЭJiектрОJIИТа (<<Объемная ЭЛеi<ТJЮ-
ПJЮВОДНОСТЫ). Во-пторых, присте-
почные части жидкости, содержа-

щие В избытке ПОJ!ОЖИТеJIЫIЫе 
ионы, б у дут стремиться I< отрица­
теJiьному ЭJiектроду вместе с этими 

ПОJIОЖИТеЛЫ!ЬIМИ ИОНаМи (ЭJieiCГpO­
OC!v!OC); ЭТО б у дет ЯВJIСНИСМ ЭJiеi{ТрО­
СТаТИЧеСКОЙ конве1щии Смолухов­
сi<ого (обусJЮВJшпаrощим «поверх­
ностную>> элеi<тропроводность ). 

На рис. 9 построен рельеф веJIИ­
чины v. При этом положено 

Ej4p.= 1. (35) 

J! 

/J.tflfll/1 

1 1 

Mcduaнa &ошшш !J2Лil 7 

Рис. 8. Распредслепне д;шлепия nдoJIЬ 
медианы осношюго тpcyroJIЫ!I!Iia в про­

пзполыюм ~1асштабс 

Рисуно" показывает, что peJJJ,eф скоростей снижается у стеноr< !{31\ 

бы обрывом, особенно по углам, образуя в середине поJюсти плоско­
горье. 

Впошrе возможно, что при больших значениях sE J k Т, чем бьrJIO 
nринято в (34), реJiьеф скоростей деформируется так, что вбJшзи углов 
у него возникнут горки, возвыша­

ющиеся над центраJiыrьrм шrоско­

горьем, и что I{рутиз:на перифериче­
сi<ИХ обрывов будет еще больше. 

Рис. 9. Рельеф величины v Рис. 10. Распределение плотности тона 
j= pv 

Это значит, что при электроосмосе более концентрированных ИJIИ 
бoJiee диссоциированных растворов жидкость гонится сильнее вдоль 
щеJiей и трещин, чем вдоль шюских стенок или вдОJIЬ осевой части 
ПОJ!ОСТИ. 

Аналогичное ЯВJiение получилось бы, если приложить к скважине 
противодавление. Под действием противодавления ci<opoc'l'Ь жидкости 
убавится значительнее в центре поJюсти, нежеJIИ вблизи yгJJOB. При 
предеJiьном противодавлении, когда общая объемная скорость будет 
равна нулю, это будет достигнуто за счет того обстоятельства, что 
по уГJrам жидкость будет течь в сторону поля, а в центре- в обрат­
ную сторону. 

На рис. 1 О изображен рельеф пJiотностей <<Поверхностного» тока. 
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4. Распределение потенциалов и зарядов для случая I{Оаксиальных 
цилиндров 

Соображения, связанные с обсуждением рис. 6, nобуждают рассчи~ 
тать случай, J{ОГ да по оси J{j)уГJюго дJшшюго капшiJшра радиуса R

2 
б у дет расположена тонкан нить радиуса R1 из того же материаJiа, что 
и стенка капилляра. Ограничимся случаем малых веJrичин безразмер­
ного потенциала, когда допустима линеаризация (19) уравнения ( 17). 
Проинтегрируем это уравнение при следующих усJюuиях. Градиент по­
тенциала на внутреннем и внепrнем цилиндрах равен одной и той же 
величине, но, r<онечно, Иl\Iеет обратные знаr<и 

(36) 

Решение выражяется через цилиндрические функции Io, ·Ко, /1 , 1(1 
сJiедующим обрязом: 

Р = [ 1(1 ( ~~2 ) -1(1 ( ~1 )] lo ( ;; ) - [I, (~2 ) - /1 с~1 )] Ко ( l~); 

Q = lr ( ~2 ) Кз ( ~~1 ) - К1 ( ~2 ) /1 ( ~~) • 

Hn рис. 11 дано значение- 'f для случая R1 = lz., R2 = 10 !1 .• Сопо­
ставив рис. 11 с рис. 6, мы снова видим, что потенциал внешнего 

вогнутого электрода шшзаJrся ниже, чем вну-

11. f :. треннего выпуi<лого. Повторив рассуждения, 
/ / связанные с рис. 6, можно придти к следующему 

1soo~ ·~ выводу. В случае электропроводности материа-
1 :," JJ8 внешней стенки и центральной нити при их 
1 ~ взаимном гальваничесr<ом соединении вещество 
1 ~ :_::,· нити б у дет переходить в раствор в виде поJю-

'000тf11--------+ . жительных ионов и ОТI{Лnдываться на внешней 
1 ~ ; стенке, пока нить совершенно не растворится, 
1 ;_ или же на нити б у дет отJiагаться вещество, 

Рис. Н. Значение- tV 
для случая R1 = Jz, 

R2 = 10Ft 

содержащееся в растворе в виде отрицатеJIЬ­

ных ионов. Ввиду того что ЭJrеr<тростатическое 
давJrение на внутреннем и на внешнем ыrеrпро~ 

дах одинаково, это давление не может поме­

шать такому электролизу. Павидимаму, этим 
обстоятеJiьством может быть объяснен тот 
фаr<т, что гальванические покрытия неr<оторых 
метаJiлов получаются г лад к ими и блестящими: 
электроJiит сам растворяет выступы и запоJI­

няет трещины. 

Заt(лючение 

Настоящая работа содержит перечень исходных уравнений, аписы~ 
вающих rшнвеr<тивные явления в эле!{троJiитах, их обсуждение, при­
менение этих уравнений в исходном нелинейнам виде для призма~ 
тической треугольной полости, а также для случая по.тrого Еруглоrо 
цилиндра и двух коаr<сиаJrьных цилиндров- в линеаризовапном виде. 
Расчеты nроведены для бинарных равновалентных электролитов. ДJiя 
нелинейнаго случая расчет проведен по методу итерации в конечных 
разностях. 
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КОЛЕБАТЕЛЬНЫЕ СПЕКТРЫ АРОМАТИЧЕСКИХ СОЕДИНЕНИЙ. 1 
РАСЧЕТ И ИНТЕРПРЕТАЦИЯ КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ СПЕIПРОВ БЕНЗОЛА 

И ДЕЙТЕРОБЕНЗОЛОВ (ПЛОСКИЕ КОЛЕБАНИЯ) 

М. А. /{овн.ер 

Выполнен расчет и дана интерпретация колебательных спектров бензола и дей­
тсробензоJюв. Результаты расчета сопоставлены с эr<спериментаJrьными данными и 
находятси с ними в удовлетворительном согласии. Определена система сиJrовых по­
стошшых бензола, дана общая хараюсриспша сшювого поли в моJiскуле бензоJш и 
опредеJiены коэффициенты влиянин. Решение вековых уравнений позволило найти 
также форму колебаний бензола и гексадейтеробензола. Изучено ВJrшнше изотопоза­
мещснин на форму колебаний. 

1~ Введение 

Изучение колебательных спектров ароматических соединений пред­
ставляет собой актуальную задачу по следующим причинам. 

1) В этих еоединениях находят наиболее яркое проявление идеи 
Бутлерава и Марriовникова о взаимном влиянии атомов в молекулах. 
Природа химической связи, хараю'ер и распредеJrение межатомных 
взаимодействий обладают в ароматических соединениях рядом спе­
цифичесrшх свойств. Вместе с тем, rшк хорошо известно, попытки 
решения уrшзанных проблем методами rшантовой механики были ма­
ло успешными вСJrедствие непреодОJrимых математичесr~их тру дно­

стей. Несомненно, что весьма ценная информация о сиJrовом поле в 
молекулах, о подвижности их электронной оболочки, об изменениях, 
вызываемых введением тех ИJ!И иных замеетителей и т. д. может 
быть получена на основе теоретического и экспериментального изуче­
ния частот, интенсивностей и поJiпризаций: в КОJrебатеJrьных спект­
рах. 

2) Проблема расчета ЭJrектронных термов ароматических соединений 
и интерпретации их элеr~тронно-колебатеJrыrых спектров до сих пор 
полностыо не решена даже дJIЯ бензола, не говоря уже о бoJree слож­
ных веществах. Необходимым этапом в решении этой пробJrемы яв­
ляется изучение и систематюш колебательных спектров. 

3) Изучение спектров rсомбинационного рассеяния иннфракрасных 
спеrстров логлощения необходимо для МОJrекулярного спектрального 
анализа ароматичесrшх веществ, а также высококипящих фракций 
нефти. 

Естественно, что систематическое расемотрение колебательных 
спеr<Т{)ОВ ароматичесrшх соединений должно быть начато с бензола, 
и настоящая работа является первой в намеченной нами серии Таi{ИХ 
иссJrедований. 

Колебательный спектр бензола был предметом многочисленных 
теоретичесr<их и эr<спериментальных работ [1]. Kar< известно, попытки 
расчета частот т<олебаний молеr<ул с упрощенной потенциаJТьной фуrш­
цией не приводят н: удовлетворительным резуJrьтатам даже в слу­
чае простейших мoJier<yJI. Тем более эти попытюr не мorJrи быть 
успешными в применении r< бензолу. Действительно, обширный 

• 
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экспериментыrыrый материаJI свидетеJн,ствует о том, что фсниJrыюе 
коJrьцо в целом характеризуется определенной совокупностью частот 

колебаний, rсоторые не могут быть отнесены rc отделыrым связям или 
углам между связями в rcOJrьцe. Поэтому иптерпретацип всего ко.тrе­
бательного спеrпра бензола и его дейтероэаыеrценных возl\юЖШl JIИШЬ 
при собтодении припципа учета потенциальной энергии взаимодей­
ствия между всеми структурныыи элемеrпаl\ш кольца. Ттсой расчет 
был ныпоJшен в работе [2], где были вычислены частоты колебаний 
С6Н0 , СнDн и неrшторые частоты C0H,1D:J в хорошем согласии с опы­
том. Однаrю, как известно [3), для достоверности результатов расче­
та необходимо, чтобы чисJю частот значителыю преnосходиJIО чисJЮ 
неизвестных сиJюnых постоннных. Этому требованию работа [2] не 
удовлетворяет. Между тем имеющиеся достаточно поJшые сведения 
по спеrпрам rтмбин:щионного рассеяния и инфракрасным спеrстрам бен­
зола ['1] и дейтеробеюолов [5 • 6] позволяют решить в полном объеме 
задачу расчета и интерпретации спектров пазванных веществ с соблю­
дением вышеуказанного условия. 

2. Составление веi{ОВЫХ уравнений 

Число плосн:их rшлебаний дJIЯ rшждой из молеr<у JI бензола и дей­
теробензолов равно 21. Они следующим образом распределяютсн по 
веприводимым представJrениям соответствующих групп симLУrетрии: 

С0Н6 , СнDо; Dolz : 2Ан· + A2.t,'" + 2В1" + 2В2" + ЗЕ~- + 4EJ-, 

sCoH3D3; Dзlz : 4А~ + ЗА~+ 7 Е', 

р CaH4D2, р CoH2D4; D21z : 6Ag + 5Вц· + БВ2" + 5Взи , 
СвН5D; C2v: llA1 + lOB1. 

(1) 

1 

КоJrебания A2_t; ' в111 ' B2tt (Dмt) и А2 неактивны rcarc в спеiстрах 
комбинационного рассеяния, таrс и в инфраrсрасных спеrстрах. 

Д.1rя составления и решения веrтвых уравнений мы пользовались 
методиrсой Волькенштейна, Ельпшевича и Степанова [3

]. Обозначения 
30 естественных н:олебатеJrьных координат, между rшторыми имеютсн 
9 допоJrнителыrых соотношений [31, представлены на рис. 1. В табл. 
1 даны вычисленные значения rшнематичесrшх коэффициентов и обо­
значения 50 силовых постоянных ДJIЯ координат рис. 1. Далее, при 
помощи таблицы I<оэффициентов симметрии [3] были составJiены rю­
ординаты симметрии дJш всех типов r<олебаний (1). Наконец, по фор­
муJrам типа (7.42) и (7.65а), (7.67), (7.68), (7.69) работы [3

] были вы­
чисJrены приведеиные rшнематические коэффициенты и силовые по­
стоянные дJIЯ всех веприводимых представлениИ (1). Следующим 
этапом расчета явился вывод дополнительных соотношений ме­
жду координатами симметрии, явлшощихся сJrедствием упомянутых 

выше дополнительных соотношений между естественными координа­
тами. Затем по правилам, вьшедепным в [3

], бьrJIO nыпоJrнено исr<лю­
чение лишних координат. В резуJrьтате этой последней операции си­
Jювые постоянные оказываются весьма сJrожными линейными комби­
нациями величин та б л. 1. Для D611 они имеют вид: 

A1g : (Q, Q) = kQ + 2h7 + 2h17 + fz2.1 = 11, 70; 

( Q, q) = 2 (fz.q + !Z1rz + lz2rz ) = 0,68; 

(q, q) = kq + 2k1 + 2k2 + k 3 = 8,63; 

(2) 

A21f : (~, ~) = k~- n~ -l~ + 2р- s~ + 2р1 - s 1~ + Р2 -l2~ - l 1 ~ =0;68; 

;; 
i! '-

! l ~ 
; ' 
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В1и : (r, ·1) = /г.1 - 2n1 + 2s-1 - s11 -- 2 Uт~ -т -1' + t + r1 - t1) + 
+ 1/ 2 (/гfJ- щ + lfJ- 2р + Sf! + 2р1 - s1p, -l1rp- Р2 + l2p,) = 1 ,65; 

(·[, q) = ь,- 2d, + 2dl'( - d2'(- а~- dlp + dp, + d2p -а2р, + Щр, = 

= -0.30; 

(q, q) = klf- 2/г 1 + 2k 2 - k3 = 8,63; 

в2!1: (Q, Q) = kQ- 2/z.(+ 2hlj- llz·r = 7,55; 

(Q, ~) =-V2CAr- В в- С-1~ + B1r + cl'(r- В2в) = 0,27; 

(~, ~) = kr> + щ -lfJ- 2р- Sp, + 2pl + Slp- Р2 -12~ + lцз, = 0,82; 

Е;-; : (Q, Q) = kQ + !zy - ft 1-1 - fl2r -
2 ~З [(Ау- С1.1 )-

1 1 . 
- 2 (А~ + Brj - cl'(P - в2(3 )] + 32-l(kr + JZ.I- s.i- sl'( )-(2l.(r + т + r-

-- t -l'l- 2tl)] + 
'! 1 :1 1 1 ' + 2 (/г в+ 21ZfJ + l~ + Р -- 'i sr>-Р1- s1r,- Р2 - 2 t2p, + 2 11(.3 )] = 11 ,20, 

(} = 0,784); 
1 

(Q, ~а)= V2 (Ар,- B[J + 2СУ(3 - 2Внз, + CI·rr>- в2(3) + 
1 • /~1 . 1 + s V 2 1 (r- т- t + ~'1)- 2 (nr; + s13 -l2r, -l1p, )] = 0,32; 

V;c- 1 [( (Q, q) = 3 (/zц ---1121/)- ;,- ь.( + d,- dl'(- сiц)-

-(afJ +}dfJ-~d1p,-d2r>+ ~-а113-}а2 13 )]=0,20; 

(~п.Ра)=kр, -}nr>-lrз, +}Pf3- Р1 + slf.3- }zц> +}l2r; + 
+ р -Р2 = 0,77; 

~ /:з 
(~а, q) = V 2(d~ + d1p,- azr;- a1r;) =О; 

(q, q) = kц + k1 - k 2 - k3 = 8,63; 

Ei:(Q,Q)=kQ-fl.1-lz11 +lz21 =11,20; 

:l 
(Q,·r)= -A1 +2C1 -Cl.1 + 2 (Ar; +Bf.3-2C.113 -2В1!3 + 

+ С11 [3 -1- Вщ,) = - 0,80; 

(Q, ~ь) = vT (А~'- в[3- CI·rr> + B2r;) = 0,50; 

(Q, q) = -!z,1 + 2/zllf - h2q =- 0,34; 

(·r, т)= k.1 - n,- sy + s11 - (2l7r- -т- r- t -1·1 + 2t1) + 
1 1 1 1 + 2 (k(3- 2 niЗ + lfJ - р - 2 Sf3- Pl + slfJ + Р2- 211!3 -

1 ) - 2!2~ = 1' 50; 

(Т, ~ь) = v~ ((r -1- t- т- rl)-1-}(n~- Sro-!-- f2(3 -llr;)] =- 0,10; 

(2) 
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1 1 
(r,tJ)= ь,-сt1 - d1.1 + d2r -(a~- 2 d13- 2 d11> +d213 

-}а213 -}а113 )= -0,40; 

1 l +1 + ,11 ' (рь, rь)=lгi>+zniЗ- i>-P zsв-PI-sl~ Р2 '2 113 т 

+ }t2r> = о,72; 

(rь, q) = V~ (- di> + d1p, + ац" - а213 ) = О; 

(q, q) = kq- k1 -1г2 + k3 = 8,63. 

(2) 

В формуJiах (2) ДJIЯ кратJ{Ости одновременно указаны чисJrенные 
значения сиJiовых постоянных (в 106 см-2), найденные путем изJю­
женного ниже расчета. 

На основании правиJI распадения типов симметрии ([6
\, стр. 227) 

все сиJJовые постоянные дейтеробензоJiов бoJiee низкой симметрии 
однозначно выражаются через 26 в еличин (2). Таким образом, для 
определения этих 26 величш-r в нашем распоряжении имеется 105 
частот [6J, и задача является ,.вполне разрешимой. 

3. Решение Jвековых уравнений и интерпретация Iюлебательных 
спеrпров бензола и дейтеробензолов 

Умножение матриц приведеиных rшнематических коэффициентов 
На матрицу СИЛОВЫХ ПОСТОЯННЫХ (2) ПОЗВОJ!ЯеТ ПОJIУЧИТЬ ВеКОВЫе 
уравнения, определяющие частоты колебаний С6Н6 и C6D6 • Частоты 

типов симметрии A1g , Е;;, E.t достоверно известны из [·1-
6
], и они 

могут быть непосредственно испоJrьзовюiы ДJIЯ определения соответ­
ствующих сиJювых постоянных. Некоторые трудности возникают в 
связи с неюпивными частотами А21; , B2n . Они были определены в 
[

6
1 на основании правила произведений в предположении гармонич­

ности колебаний. 
Между тем при вычислении I{инематических коэффициентов нами 

1 

были введены «спектроскопичесrше>) массы l3] водорода тн = 1,088 и 
дейтерия т~ = 2, 126, СJiужащие дJIЯ векоторого упрощенного учета 
ангармоничности. Поэтому при подстаrювr{е частот A2g и В2а , вычис­
ленных в [6], в веi<овые уравнения дJIЯ СаНа и C0D0 таковые стано­
вятся несовместимыми. Противоречие может быть разрешено лишь пу­
тем выбора некоторых оптимальных значений силовых постоянных, 
nри I{Оторых корни вековых уравнений по необходимости несколько 
отличаются от значений неаrпивных частот, вычисленньrх в [6

]. Пo­
CJieдirиe, однако, в свою очередь не явJrшотся истинными, ибо J{Оле­
бания не ЯВJJЯются гармоническими. Для частот B1u описанная труд­
ность не возниr{ает, так как они вычисJrены в lвJ с более значительным 
отклонением от правила произведений. 

Подстапавка опытных значений частот A1g , Е;;, E.i в вековые 
уравнения приводит r< различным наборам возможных значений сило­
вых постоянных. Нами был применен метод вариации постоянных; 
дJIЯ этой цели величины (2), найденные из вековых уравнений дJrя СаНо 
и CoDo, использовались дJIЯ вычисления силовых постоянных частич~ 
но дейтерированных бензолов, после чего могJiи быть составлены 
вековые уравнения, определяющие частоты колебаний последних. 
Корни этих уравнений сопоставляJrись с Qпытными значениями частот 

2Q 
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дейтеробензоJюв, а затем ашшогичным способом лроизводиJюсь испы­
тание других наборов численных значений постоянных (2). Следует 
отметить, что такой процесс вариации сиJJОВЫХ лостошшых ЯВJIЯется 
в данном случае весьма тру доемr<им, так как r<аждый его циr<л тре­
бует нового вычисJrения почти всех 105 частот. Нами быJш выполне­
ны два таrшх цикJШ, что оrшзалось практичесrш достаточным для 

однозначного отнесения всех частот, найденных в [·1-
0
], к опредемн­

ным типам симметрии r<оJrебаний. Найденные нами таким спо­
собом численные зпаченин постоянных указаны в (2). Естественно, 
что совпадение вычисJrенных и набюоденных частот несколько хуже 
обычного ДJIЯ аналогичных расчетов частот более простых мoJrer<yл; 
сю1зыnаетсн также неточность значений неюпивных частот. М<шси­
JУШJrыrан ошибка составляет 30 см-з, а средняя абсолютная ошибка 
1 О см-1 . Резу ль таты вычислений сведены в та б л. 2, в rшторой дJIЯ 
удобства в одном столбце помещены как наблюденные, так и вычис­
лешrые в 1°] неактивные частоты. В r<аждой строке табJ!Iщьr помещены 
частоты, генетичесrш связанные между собой правИJrами распаде­
ния типов симметрии. Tar<oe расположение nозвоJшет непосредствен­
но лроследить за изменением частот, вызьшаемым замещением Н на D. 

В частности, можно заметить, что за немr-югочисJrенными искJIIоче­
ниями расчет отображает общую тенденцию частот бензоJiов I{ пониже­
нию при посJrедовательном дейтерировании. СJiедует отметить, что неаr{­
тивные частоты .Nb 6, 7, 20, 21 С 11Н0 и C0D6 вычисюrJшсь неодно­
кратно с различными результатами. Расчет подтверждает дJrя этих 
частот значения, найденные в [6] (в nределах возможной точности, о 
чем сказано выше). Действительно, одновременно вычислены соот­
ветствующие этим частотам аr<тивные частоты дейтеробензОJюв в хо­
рошем согJrасии с опытом. При других предположениях о значениях 
неактивпых частот дJШ аrаивных частот тех же номеров получились 

бы величины, сильно отJшчаrощиеся от оnытных. Кроме того, часто­
ты .Nb 21 СаНбD, C0 H1D2 и C.,H2D4 не были набJIIодены в спектре ука­
занных веществ, и дJrя них в 1°] предложены четыре ряда возмож­
ных значений, причем r<ar< паиболее вероятный предложен ряд, поме­
щенный в табJr. 2, и, следовательно, подтвержденный нашим расче­
том. 

Далее, интересна еще частота N!! 19 C6H4D2 , набJIIсmенная в [0 ] впер­
вые. Правильиость ее определения в (6 ] таюке подтверждается нашим 
расчетом и, кроме того, правилом сумм П СвердJюва, которое для 
частот N!! 1.5-19 имеет вид: 

и точно выполняется. 

Остановимся, наконец, еще на некоторых частотах инфраr<расного 
спектра CoH4D2 и C6H2D4. Он был изучен в частности в работе [8]. 

Однако в этой работе Jrи:нии N!! 7 C6H4,D2 и .NЪ 9, 11 C0H2D4 не были 
обнаружены, а ДJШ ос;таJrьных частот КОJrебаний тиnов симметрии B2u: 

и Взи ПОJrучены данные, нес!{ОЛЫ<О отличающиеся от данных [6]. 

Расчет подтвердил значенин частот этих трех линий. К сожалению, 
точность расчета не позволяет сделать выбор между значениями 
других чаетот, найденных в [6] и (В]. 

Из табл. 2 следует, что проблему фундаментальных частот бензола: 
и дейтеробензолов можно считать решенной. 

Полученнан в настоящей работе система сиJювых постоянных (2} 
позволяет обратиться r' описанию неr<оторых свойств силового поля 
бензоJrа. " 
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4. Силовое поле MOJICI<yлы бензола 

Длн ОПрСДСJiеНИЯ 50 CИJIOBЬIX IIOCTOHIIIJI,IX:, хараrсгсри::lуЮЩИХ /01113-
МИЧССI<Ие взuимодсйствия естественных r<о.псбатсльных координат, мы 
имеем JIИШЬ 26 их комбинаций (2). Отсюда вШ\i\ЮЖно т<мысо устано­
вить, что k1 = lг 2 = ka = О и /г,, = 8,63. 

Таким образом сиJювая постояннан епнзи С- Н нccкoJII,J{O повы­
шена по сравнению с ее значением в предельных сосдинснинх. Вес 
же оказываются возi\южными некоторi.IС ;щJiын:iiшнс выuоды, выте­
кающие из (2). Тш<, например, ecJIИ для сиJювоii постоянной /z. 2y сделать 
обычное предпо.ложенис, что lz 2." =О, то длн других сиJювых постоян­
ных связей се получаем: kq = 11 ,:JG; /iy = 1 ,(J!r; /ijy "'" --о ,87. 

ТабJrипа ;•, 

l{оэффициенты влияния бензола, соответствующие I{Оординатам 
симметрии (Iо-н см2) 

Прсдстзшrсние группы 

TИII !<ООрДИI!ПТ -------,I,-------,-I--·-----;-I--L-'_----;\--Г;-c.,.-·--;1----
A !,<; П! и Bzu " д А2,.; 

----~-------~--------~------

QQ 
Qq 
Qy 
Q~ 
уу 

у~ 
yq 
~[:\ 
~q 
q(/ 

0,08() 
-0,007 

о, 121 

0,610 

0,021 

0,117 

о' 13!, 

-0,0411 

1 ,2:34 

О,О!Ю 
-0,00::1 

---0 ,(140 

1,1:11 
0,001 
0,1113 

0,0()5 
O,ti05 
о ,()47 

-0,058 
O,R87 
0,0132 
о,шэ 
:t /101 
О,СЮ1 
0,114 

1 ,481 

Таблица 4 

l{оэффициенты влияния бензола, соответствующие естественным 
J{ООрДИНаТаМ (IQ-°CMB) (СМ, рИС, J) 

Q"Q" 0,09!1 У;,УБ о ,:349 (J&Уб -0,028 
Q5Q4 -0,008 У&У4 -0,207 Qбу4 0,016 
Qи(Jп 0,00(\ У о Уз -0,022 QБУ2 0,01:3 
QбQ2 --0,005 YuY2 0,109 
(/ul/5 0,116 1]51'5 0,015 Q5!f5 -0,003 
1/51/4 0,001 !f&Y4 -0,009 (J5!f 4 0,001 
lfБifз -0,001 lf&Ya -0,003 (251/2 о 

1Jиq2 о qr.Y2 0,009 
-0,175 Qг,~о 0,002 !fr.~o -0,007 У&~О 

Q5~8 0,026 1]&~7 О,<Ю5 У&[:\7 0,097 
Q5~7 -0,022 q5~6 0,004 Уг.~о 0,110 
Q5~6 0,006 q5~5 0,001 Уб~б 0,028 
Q5~5 0,006 1]5(34 0,001 Ys~'l -О,ООб 

Q5~4 -0,018 lfu~з -0,004 '\'&~3 -0,054 

(37~7 0,837 (37~2 -0,021 
(37~6 -0,663 ~7(31 0,093 
[37~6 -0,054 ~7~12 -0,0:37 
(37~4 -0,049 ~7~10 -0,019 
~7~3 0,010 ~7~8 -0,053 
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Таким образом ilQ имеет значение, r'оторое Ш3J!Яется про­
межуточным между lгQ для С2Н 6 и С2Н4 (7 и 14) в соотвеrстnии 
с общеприпитыми Представлениями о характере связи се в бензоJrе 
и с nромежуточным значением ее дJшны. Вместе с тем сиJrовые· 
постошшые взаимодействия двух связей СС в орто-и метаположениях, 
т. е. h.r и /z1y (табJr. 1), ою1зьшаются по абсолютному значению вели­
чинами одного порядка, что явJшется отображением [факта резкого 
отличия взаимодействия связей СС в кольце от взаимодействия этих 
свнзсй в алифатических соединениях. В nоследних силовая nостоян­
ная взаимодействия несоседних связей се равна нулю. Далее, из:;вы­
ражений (С~, q)лщ и (Q, q)4 в (2) леrко заключить, что h1q =О. 

r;. 

Рис. 1. Естестиснныс J(OJieбaтcJIЫIЫC координаты 
ДЛЯ ПJIOC!\IIX J(QJJCбaHИЙ MOJICICJ JJЬI С 11Н llXB-Il 

Тогда nредставляетсн естественным, что и lz2r1 =О и /z,1 = 0,34. 
Таким образом, по крайней мере в случае бензола, силовая постоян­
ная взаимодействия связей СС и СН оказывается зrrачитеJrьrюй. Между 
тем в cJryчae этана она равна пулю, а в CJiyчae этилена 0,1 [3 ). Ввиду 
СJJОЖНОСТИ выраженИЙ (2) дальнейшие ОЦеНКИ СИJ!ОВЫХ ПОСТОШIНЫХ 
затру днительпы, и бoJree полную характеристику сиJювого поJш 
в бензоле можно ПОJiучить на основании определения коэффициентов 
влияния. 

Образуя из численных значений силовых nостоянных (2) матрицы 
для I<аждого типа симметрии и вычисJшн обратные матрицы, мы 
опредеJшли коэффициенты влиянин, соответствующие координатам 
симметрии rшждого веnриводимого представления (табJI. 3). Значения 
коэффициентов ВJшяния, соответствующих координатам симметрии, 
исюпоченным при учете дополнительных соотношений, в эту таблицу 
не вюпочены. 

Далее, пользуясь упомянутыми обратными матрицами и Jiинейными 
зависимостями между естес1·веш1ыми координатами [3], выражая 
последние через координаты симметрии и пользуясь, наконец, тем 

важным свойством коэффициентов ВJiияния, что они связаны между 
собой теми же линейными соотношениями, что и сами естественные 
тшордишiты [3], мы могли найти полную систему 50 коэффициентов 
влияния бензоJш (табл. 4). 

• 
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Анализ табл. 3 и 4 позволяет прийти к интересным выводам. 
1. Каждый тип взаимодействия r<оордюшт СИ!\!Ыетр!ш хараi<тери­

зуется вполне опрсдеJrепным порндком пеJrичин коэффициентов 

13J!ИЯ!JИЯ. 

2. Учитывая, что nа,тrентная связь шrи r:нlJierпныil уго.п тем проч­
нес, t]ем меньше соотnстствующий диагонаJrыrыЛ коэффициент ВJrип­

ния, мы замечаем, что связи и упrы в бенэоJrс сJrедующим образом 
расrюJrагаютсп в поря;ще убьшающей прочности: 

Q>q>"(>\:J. 

3. НедиагонаJrьные коэффициенты nюшния до сих пор еще не 
получили достаточно шн·лядного физического истоJшоваш1я. Нам 
предстаnляется, что маJюе значение I<О::Jффициепта отражает и l\HlJIOe 

взаимодействие соответствующей пары r<оординат. Тогда из табJr. 4 
видно, что в бензоле nзаимодействуют между собой даже достаточно 
удаленные I<оордипаты (за исключением СН), причем это взаимодей­
ствие носит весьма своеобразный хара](Тер (ер. рис. 1 и табл. 4): дJrя 
пар координат QQ, Qq, qq, Qт оно обычным образом убывает по мере 
удаления друг от друга взаимодействующих координат. Однако для 
пар координат п, q"(, Q~, q~, "(~, ~~ коэффициенты в.тrишrшr убывают 
по мере у даJrения, затем меняют знак и при прибJшжении I{ пара­
положению снова значительно возрастают по абсоJIIотной величине. 
Эти особенности, несомненно, в какой-то мере отображают специфиi<у 
кольца I<ак динамической системы. 

5. Форма 1юлебаний молекул бензола и генсадейтеробензола 

После решения вековых уравнений по методу посJiедовательной 
диаго:нышзации представJl5rется nозможным обратиться к использова-

>1 
~ 
... 
о~ 
\-< С'·1 
u .., . 
t:tr:: 
"' ~~ 

·1 
2 
3,15 
!\ ,·16 
5,17 
6,18 

7 

8 

9,12 

10,13 

н,н 

20 
21 

Таблица 5 

Форма нолебаний молекул бензола и генсадейтеробензола 

C,IJ, • C,D, 
1 

Рол ноорюпн11' снммс'I'РШI 

Q 
1 

у 13 
1 

(j 

1 

(J 
1 

"( 

1 
13 

1 

,, 
-

1 о о 0,033 1 о о о ,:15.1 
-0,077 о о :t --0' 1.68 о о :1 
-0,043 1 0,26:3 0,022 -о,о:ш 1 0,369 о .om1 

0,107. О ,O!t6 1 0,008 0,068 -0,05/t 1 o;ous 
-0 ,!J97 -0,438 1 -0,008 -0,690 --0,569 1 0,051 

0,052 0,168 -0,078 1 0,057 о,:ш:; -0,156 :l 

1 1 
-0,052 - 1 ~=-v-;;тr -0,010 - 1 ~=-v2r 

1 0,459 
1 

1 - 0,234 ~=-vтr 1 - ~=-J.,г2У 

1 1 
0,02(} 0,418 y=--Q 1 0,029 0,210 y=--Q 1 s s 

-0,174 
1 

y=--Q s 1 -0,020 -0,308 
1 

y=-s-Q 1 -0,074 

1 1 
0,233 1 -0,080 y=--Q 0,100 1 -0,172 y=-s-Q s 

-0,282 - 1 - -0,180 - 1 -
0,399 - 1 - 0,715 - 1 -
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нию метода Маянца [u] с целью вычисления формы I{ОJJебаний и одно­
временной проверrш и уточнения корней nе!{овых уравнений. Почти 
все частоты табл. 2 быJrи проверсны и уточнены nри помощи метода 
Маянца. При этом нерваначально форма КОJrебаний вычисJIЯJШсь в 
координатах симметрии, а затем в естественных I{оординатах. Мы 

ограничиnаемся здесь лишь сообщением резуJrьтатов nервого расчета, 
ПОJrученных для С6Н6 и C0D6 • Эти данные представлены в табJr. 5, 
в J{Оторой наибольший коэффициент формы принят за единицу для 
каждого r<алебания. 

Из табл. 5 вытекают следующие выводы. 
1. Полносимметричные rшлебания Ащ являются чистовалентными. 
2. Колебание .Nh 7 является почти чисто деформационным. 
3. Остальные колебания кольца явJшются деформационно-валент­

ными. 

4. КоJrебания Ng 2, 6, 8, 11, 14, 18 явJшются преимущественно 
валентными колебаниими связей С- Н и С- D. 

5. В этих посJrедпих !{Олебаниях повышается дОJIЯ участия атомов 
КОJrьца при переходе от СаНа к CaDo и, наоборот, в колебаниях, 
преимущественно относящихся I{ атомам кольца (N2 1, 7, 10, 13), участие 
атомов D превосходнт участие атомоn Н. 

6. КоJrебания N2 3, 15 могут быть охарактеризованы в основном 
как деформационные колебании внутренних углов кольца с примесью 
деформации внешних углов, возрастающей при дейтерировании. 

7. В табл. 2 рпдом с частотами уrшзаны соответствующие им 
координаты симметрии. Обычно ([3], стр. 295) соответствующий коэф­
фициент формы является наибольшим. Однако, как видно из сопо­
ставления та б л. 2 и 5, для частот ,N'g 9, 12, 17, 21 это поJrожение 
в CJiyчae бензола не соблюдаетсн. Этим частотам соответствуют I{ООр­
динаты симметрии рода Q, в то время f{aK они явлшотсн преимуще­
стnенrю деформационными колебаниями внешних углоn. 

Более детаJIЫ!Ые сведения, очевидно, можно nолучить при рас­
смотрении формы колебаний rз естественных I{оордипатах, причем 
nыявJшется отличие для каждой пары вырожденных коJrебаний. 
Резу ль таты этих nычислений, однако, слишr{ОМ громоздки для того, 
чтобы они могли быть здесь приведены. 

Выпошrенный в настоящей работе расчет частот коJrебатеJrьных 
спектров бензола и дейтеробеr-rзолов позволяет перейти r< аналогич­
ным расчетам для ашшлзамещенr-rых бензолов и для неr{онденсиро­
ванных полициклических соединений. Этим вопросам будут посвящены 
наши дальнейшие сообщения. 
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АНИЗОТРОПИЯ ИЗЛУЧЕНИЯ ЦЕНТРОВ ОКРАШИВАНИЯ 
В КРИСТАЛЛАХ КУБИЧЕСКОЙ СИНГОiiИИ 

П. П. Феофилов 

[ia основе 1\Jiассической осцнлщпОJШОЙ модели пронэведен расчет ai!нмyтaJtЫtoii 
.:I<IBIICHMOCTИ CTCHCIIИ ПОJШр113iЩИ11 JIШМИНССЦС!ЩИИ Цe!ITJ>OB CJI(Jlill!lll!!ili!ШI IJ кубаЧССКIIХ 

/(fJJicтaлдa~. Расчет произведен для случаев ориептацнп ЭJJементаJшых ocцшiJJНTOJJOI.I 
вJtoJIЬ о сси симметрии •tствсртого, трстьеt·о и вторш·о норяд1юu и для ноабуждснн я 

JtюминеСI\еiщии в разJIНчных областнх спектра ПO\'JIOЩeiiШI. Сравнение расчетных и 
онытных данных позвоJшет устаношпъ характер ориентации центров <ЖJНIШIШiШШI 

л раэличнii!Х нccлcдOJJiliiпыx случаях н nысiсазать предположении о природе t~снтров. 

1. Введение 

Недавно нами было обнаружено, что рентгенизация фторидов 
некоторых щелочных и щелочно-земельных металJIОВ (LiF, NaF, CaF~) 
приводит J( образованию центров оr,рашивюшя, ярко Jiюминесцирую­
щих при возбуждении кристаллов в области возниrшющих полос 
погJJОЩения. Люминесценция монокристаллов этих фторидов оюJзы­
вается частично поляризованной при возбуждении линейно поляризо­
ванным светом и наблюдении вдоль возбуждающего луча, причем 
степень поляризации резко зависит от длины ВОJШЫ возбуждающего 
света и относительного расположения кристаллографических осей 
наблюдаемого I{ристалла и элеrстрического вею·ора возбуждающего 
света [1]. 

Наличие значительной поляризации люминесценции свидетельствует, 
ловидимому, о том, что люминесценция центров окрашивания в дан­

.ном случае не связана с их ионизацией и посJrсдующей рсrсомбина­
цией, ю1к это имело место в большинстве исслсдовапных случаев, 
а обусловлена электронными переходами в самих центрах, причем 
центры следует рассматривать в отношении ноглощения и излучения 

ю1к анизотропные образования. 
Анализ поляризационного спектра юоминесценции центров окраши­

вания (зависимости степени поJНrризации люминесценции от длины 
волны возбуждающего света) приводит к зан:лючению, что направления 
элементарных осцилляторов, оnисывающих поглощение и излучение, 

('.овпадают при возбуждении JJiоминесценции в области наиболее длин­
новолновой полосы логлощения (nоляризация положительна); при воз­
буждении в области более I{Оротковолновых полос логлощения напра­
вления этих осциллнторов образуют между собой угол, достаточно 
близrшй к прямому (поляризация отрицательна). В r<ачестве простей. 
шей модели шоминесцирующего центра может быть принята клас­
сичесl(ая осцилляторная модель, состоящая из линейного осциллятора, 
определяющего излучение и длинноволновое по г лощение ('!'С-ОСциллятор), 
и круговых осцилляторов (ротаторов), расположенных в плоскости, 
перпендикулярной этому осциллятору, и ответственных за возниюш. 

вение коротковолновых полос погJrощения (сr-осцилляторы) (рис. 1). 
При возбуждении шоминесценции длинноволновым светом направле­
ния возбуждаемых и излучающих осцилляторов совпадают, и люми­
несценция поляризована в той же плосr,ости, что и возбуждающий свет. 

7 ЖЭТФ, J\1'9 5 
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Прн коротковолновом возбуждении люминесцирующий центр погло­
щает составлнющие возбуждшощего электрического ве1пора, лежащие 
в плоскости r<олебаний круговых осцилляторов. Независимость спеi<тра 
люминесценции от длины волны возбуждающего света заставляет 
считатr,, что в конечном счете логлощенная энергия передается тому же 

излучающему осциллятору, что и при длинноволновом возбуждении, 
т. е. осциллятору, перпендинут1рному плоскости круговых осцилля­

торов. Очевидно, эта модель позволяет объяснить перемену знаюt 
полнризации при переходе r< возбуждению в области коротi<ОВОJIНовых 
полос поглощения 1 

Рис. /. OcЦtt.JtJtHTOJШiiН модс.rtь 
JIIOMI!!IeC.ЦИj)y ЮЩеП.J центра. 1'­

IIЗJIYЧ<IIOЩIIЙ OCЦИJJJIHTOp, lli., --­

OCЦIIJIJНITOp IIC]JBOЙ 110./JОСЫ 110-
ГJIOЩeiiHSI, а-;,., - осцилюtтор 

нтороИ IIOJюcы ПOI'JtoщettiiH 

Кубические кристалт,r исследованных фторидов оптически изо­
тропны, поэтому для объяснения наблюдаемой азимуталыrой зависи­
мости степени пошrризации (так мы будем в дальнейшем называть 
зависимость наблюдаемой степени поляризации от y!'Jra поворота иссJiе­
дуемой кристаллической пластинки вокруг IIаiiравленин воэбу)кдеиия; 
азимут CJ. отсчитывастся от направлеrшн ЭJiei(TJШЧeCI{OГO вектора воз­

буждающего света) необходимо предположить, что анизотропные 
центрьr окрашивания закономерно ориентиронаны внутри кристалли­

чеекой решетки. Из соображений симметрии вытен:ает, что направле­
нии ориентации осrщллнторов должны бь1ть связаны с элементами 
симметрии кpиcтaJIJIOB. 

2. Расчет азимутальных зависимостей 

В I<ристаллах кубичесr<ой сингонии, в f{Оторой кристаллизуютси 
исследованные фториды, имеются, каi{ известно, три оси четвертого 
порядка (30.1), четыре оси третьего порядн:а (4Ga) и шесть осей вто­
рого порядка (602). Как указывалось в предыдущих статьях [1], нпбто­
даемые на опыте зависимости степени поляризации люмш-rесценции 

центров ОI<рашивания в CaF2, LiF и NaF от ориентации кристаJIJIОБ 
можно объяснить, предположив, что элементарные осциллнторы цен­
тров ориентируются вдоль тех или юrых кристалJrографичесн:их осей. 
В связи с этим, воспользовавшись описанной выше осцилJrнторной 
моделью, мы произвели для трех возможных случаев ориентации 

осцилляторов (вдоль осей 304 , 403 , и 602) расчет азимутальных зави­
симостей наблюдаемой степени поляризации шоминесценции пластинок, 
вырезанных из кр11сталла параллельна плоскостям (100), (110) и (111). 
Расчет произведен для условий наблюдения, ИJrлюстрируемых рис. 2, 
и для возбуждения в области J(ак длинноволновой поJrосы логлощения 
(р >О), так и I<ОрОТI(Оволновых полос (р <О). Концентрация центров 
окрашивания предполагалась малой. 

1 Можно также предположить, что при изменении длипы uоJШЫ возбуждающего 
света направление поглощающего ocцнJtJJНTopa сохртшетсн, излучает же кругоnой 
осц~ллятор, расположенный u перuендш<улярной плоскости (C.JIY'Iaй те~ cr). Расчет 
этои модели приводит к тем же ф0рмуJiам, что и расчет, приводимый ниже. Неt<отu­
,рые :н<спериментаJIЬНЫе данные, которые мы предполагаем изJюжить в другом месте, 
эаставJiяют, однако, считать более адэкватной принятую модель. · 
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Расчет производИJтсн во всех случаях по сJтедующей cxel\re. Прежде 
всего определялись веронтности воэбужденин осциллпторов, пропор­
циональные квадрату косинуса угла ~rежду электричесrо1м вет<тороы 

возбуждающего света и осью осциJтлнтора. Затем находилисL> интен­
сивности света/;, посылаемого в направлении пабJl1оденин отдельными 
группами осцилJшторов, имеющих даrшую ориетrтацию ~. и степени 
п?ляризации этого. света (парциальные поJтяризации), определяемые 
ооычным выражением р; = (/; 11 - /; 1 ) 1 (!; 11 + /;_~J, после чего по фор-

Рнс. 2. Схема набшоле1111Й. S­
нсточниJ( возбуЖJ{енин, f~, Р2-
с.ветnфильтры, 1"- Jl!lllзa, Р­
полнрнзатор, С- исследуемый 
I(JШCTШIJJ, Рт- ноляриметр 

муле еложенин поляризаций вычисшrлась полнризация с.уммарныо 

излучения в направлении наблюдении 

р = ~pJ;j ~/; ' 

где суммирование ведетсн по группам осцилляторов, имеющих оди­

шшовую ориентацию. 

1. Осцилляторы расположены вдолr, осей 0 4 

Три взаимно перпендикушrрные оси четвертого порядка направлены 
параJIЛСЛЫIО ребрам куба (рис. 3). Вдоль этих направлений располо­
жены три группы линейных осцилляторов, описывающих излучение и 
длинноволновое поглощение. Все три группы имеют одина!{овый ста­
тистический вес, т. е. осцилляторы распредеJrены равномерно по вcel\r 

1·рем направлениям. 

1. П о л о ж и т е л ь н а я п о л я р и з а ц и я («д JI и н н о в о л н о в о е>> 
возбуждение) 

а) Пластинi<а вырезана из кристалла параллельна плоскости ( 1 00). 
т. е. параллельно грани т<уба (рис. 3, а): 

1 ., 1 si ., 1 о· 
1 = COS" а, 2 = П" а, 3 = , 

.1 . 

~! = 1 = coпst(a); (1) 

р1 = cos2 а- sin2 а= cos 2а, р 2 = siп2 а- cos 2 а = - cos 2а, 

р = cos2 2а. (2) 

б) Пластюша вырезана из I{ристалла параллельна плоtь'сости (НО), 
т. е. параJrлельно грани ромбадодекаэдра (рис. 3, б): 

'.• j. 

2 Вероятности возбуждения и интенсивности света, иа.иучаемого отдеvrьными. 
группами осцилляторов, нормиравались к единице. .. , . · . ! 
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1 
.,1t" . ., .,1t" 1/ .• /. = 3 = COS" ,- SШ" а COS" -г = 4 SШ" а; " ~ ч 

:L}J = 1/ 2(1 + cos2 a); 

р1 = cos 2а, р2 = р3 = - cos 2а, 

р = cos 2а (3 cos2 С!.- 1) / ( cos2 а + 1 ). 

(3) 

(4) 

в) Пластинка вырезана параллельна плосr<ости (111 ), т. е. парал­
лельна грани оr<таэдра (рис. 3, в): 

о 2 1 " ( 21t" _j ) ., / 1 = COS" С!. COS Ф, о= COS" --:J --г а COS" ер= 
1 ... t_) 

= 1/ 1 (cos2 а+ 2 V3 cos а sin а+ 3 siп2a) cos2 ер; 

[ 3 = cos2 ( ~ -С!.) cos2 'f = 1
/ 1 ( cos2 а- 2 V 3 cos С!. siп а + 3 siп2 а) cos2 -у, 

где ер- угол, образуемый осцилJшторами с плоскостыо (111): 

ер= aic tg(1 /V2 ), cos2 ер= 2
/ 3 , 

~ J = 1 = coпst(a); 

р1 = cos 2а, р2 = cos 2 (3; +а)= - 1/2(cos 2а- Vз siп2a), 

Рз =- 1/ 2 (cos 2е~. + У3 siп2a); 

с 

11 

с 

д 

(!00) {!fOJ {!/!) 

Рис. 3. Прострапствешюе расположение осцилJшторов при пх ориентации 
по осям симметрии четвертого порядка 

(5) 

(6) 

2. О три ц а т е ль н а я по л яр из а ц и я (<<r< о рот r< о в о л н о в о е» 
возбуждение) 

.При возбуждещш люминесцешщи в области короТiюволновьrх полос 
nо г лощения центров оr<рашивания поляризация излучаемого света 

меняет знак: плоскость преимущественных колебаний в свете люми­
несценции перпендикулярна возбуждающему электрическому вето·ору, 
В принятой нами классической модели осциJrляторов э·i·о соответствует 
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возбуждениrо колебаний !{руговых осцилляторов, расположенных в шю­
сr<ости, перпендикулярной излучающему осциллятору. Парциальные 
полнризации ]J1 люминесценции, излучаемой отдельными группами 

осцилляторов, будут, очепидно, иметь те же значения, что и в случае 
положитеJrьной поляризации. 

г) Пластинка вырезана параллельно плосi{Ости (100) (рис. 3, z): 

~! = 1 = coпst(a); (7) 

р = -- cos2 2а. (8) 

д) Г!Jrас:гшша вырезана параллеJrыrо плоскости ( 11 О) (рис. 3, д). 
Круговые осцилляторы 1 проеrсгируются на плосr{ость пJiастинrш 

в виде прямых JIИIIИй; круговые осцилляторы 2 и 3- в виде эллипсов 

с отношением осей, равным 1 : cos : = 1 : 1 /112 : 

/ 1 = siп2 а; 12 = / 3 = [ cos2 а+ sin2 а cos2 
: J cos2 -?; = 1

/.1 ( 1 + cos2 а); 

]J = (3- cos2a) j 2, (9) 

р =- cos 2а(3 cos2 а- 1) / (3- cos2 а). (10) 

е) Пластинка вырезана параллельна плосr<ости (111) (рис. 3, е) . 

.. . 

--uooJ -·--..:.moJ ---mtJ --·-lraJ{t!OJ 

Рис. 4. Аэимутальные эависимости nоляризации лю­
минесценции при ориентации осцилJiяторов по оснм 

четвертого порядка 

Круговые осцилляторы проектируются па плоскость (111) в виде 
эллипсов с отношением осей, равным 1: sin ер, где ер, каr< и в случае в),-
угол, равный arctg(1 /V2): 
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11 = (cos2 а sin2 q;, + sin2 и.) cos2 ер= 2/ 0 (1 + 2 siп2 а); 

z~ = 1/ 3 + 2/ 9 ( cos2 а-уЗ cos а sin а); fs = 1/з + 2/о ( COS
2 а+ VЗcos а. siм); 

2}1= 4 / 9 = const(a); (11) 

р=- 114· (12) 
Зависимости, выражаемые формулами (1)- (12), изображены графи­

чески на рис. 4. Обращает на себя внимание азимутальная зависимость 
интенсивности люминесценции при возбуждении пластинок, вырезан­
ных: параллельна плоскости (110) [формулы (3) и (9)]. 

11. Осцилляторы расnоложены вдоль осей 403 

Четыре оси третьего порядка направлены по диагонаJIЯМ J{уба 
(перпендиr{улярно граням октаэдра) (рис. 5). 

Е 
а 

Е Е 

\ 1/C.J 

(!00} fffOJ 

Рис. 5. Пространствеиное распшюжение ocциJJJIHTOJIOB при их ориентации 
по оспм симметрии третьего порядка 

1. П о л о ж и т е ль н а я по JI яр из а ц и я (<щ л и н н о в о JI н о в о е>> 
в о з б у ж д е н и е) 

а) Пластинка вырезана параллельна ПJЮСI{Ости (100) (рис. 5, а): 

/ 1 = 1з = cos2 ер cos2
(: -а) cos2 ер= 2

/ 0 (1 + sin 2а.), 

/ 2 =14= 2
/ 9 (1 -sin2a); 

2} 1 = 8/ 9 = coпst(a.); 

р1 = sin 2а., р2 = - sin 2а., 

р = siп2 2а. 

( 13) 

( 14) 

б) Пластинка вырезана параллельна плосr<Ости (110) (рис. 5, б): 

/ 1 = /4 = sin2 <р cos2 а sin2 ер= 1}0 cos2 IX, / 2 = cos2 ( ~ - <р +а)= 

= 1/з (1 + siд2 а- 2 V2 sin а. cos а.); / 3 = 1 / 3 ( 1 + sin2 а -1- 2 V2sin а cos а); 

( 15) 

-

,, 
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Р1 = Р4 = cos 2а., Р2 = - 1/a(cos 2а. + 2 V~Гsiп2a.), 

Ра =- 1
/ 3 (cos 2а.- 2 V2 siп2a.); 

р = siп2 a.(7- (3 siп2 a) /(2 + siп 2 а). (16) 

в) Пm1стиш<а вырезана параJrлельно шюскости (111) (рис. 5, в). 
В этом CJryчae осциЛJшторы одной из груnп перпещщкуJ!5rрны 
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11 = [ 3 = [ cos~ (: +а)+ sin2 r.p sin2 
(: +а)] cos 2 

r.p = 
4/о (1 ~- cos а. siп а); 

!~ = 14 = 4 / 9 (1 + cos а. sin а.); 

2J [ = 16/ 9 = const (а). (19} 

Парциальные поляризации Р1 имеют те же значения, что и в слу­

чае II, 1, а: 
р = - 1/ 2 si112 2а. (20} 

д) ПJшстиш<а вырезана параллель но шrоскос;ги (1 J О) (рис. 5, д). 
}{руговые колебания групп осцилляторов 2 и 3 можно рассматри­

вать как Jrипейные, перпендиi<улярные излучающим осцилляторам; 

круговые осцилляторы 1 и 4 проектируются на шюскость ( 11 О) в виде· 
эJrлипсов с отношением осей, равным 1 : cos 'f = 1 :112/3: 
11 = [1 = ( cos2 r.p cos 2 а + sin2 а) sin2 r.p = 1 / 9 (2 + sln2 а), !2 = сов~ ('f -- а) = 
= 1/ 3 (1 + 2112 siп rx cos а+ cos2 a), 13 = 1 / 3 (1- 2 112slп а cos а+ cos2 a.); 

Парциальные поляризации имеют те же значения, что и в случае 

II, l,б): 
р =- siп2 а (7- 6 sin2 а.) j (4- sin2 а). (22)· 

е) Пластинка вырезана параллельна шюсr<ости (111) (рис. 5, е). 1.' 

Круговые осцилляторы 1, 2 и 3 проектируются на плосr<асть ( 111} \1 

в виде эллипсов с отношением осей, равным 1 : siп 'f = 1 : 1/3: 

11 = (sin2 1\J cos2 а+ sin~ о:) cos2 1\J = 8
/ 81 (1 + 8 siп2 о:); 

12 = 8 / 81 (3 + 4 cos 2 а.-- 4 113 cos а.. sla а.), 

!3 = 8/ 81 (3 + 4cos 2 о:+ 4113 cos о: siп а..), 14 =О; 

2J1 = 40 / 27 = const(a.); (23) 

р =- 2/5• (24) 

Зависимости, выражаемые формулами (13)- (24), изображены грn­
фически на рис. 6. Здесь, так же как и в случае I, имеет место азиму­
тальная зависимость интенсивности люминесценции, возбуждаемой 
в шrастшшах, вырезанных параJшельно плоскости (110). 

III. Осцилляторы расположены вдоль осей (I02 

Шесть осей второго порядка проходят через середины ребер куба~ 
(перпендикулярно граням ромбододе~аэдра) (рис. 7). 

1. Положительная поляризация (<<длиr-rноволновое>~ 
в о з б у ж д е н и е) 

а) Пластинка вырезана параллеJiьно плосr<ости (100) (рис. 7, а): 

11 = cos2 (~ +a)= 1
/ 2 (1-sin2a), f 2 =l4 = 1 / 4 cos2 a., 

lз = 1/2 (1 + sin 2о:), !5 = 16 = 1/ 4 sin2 а; 

.2]1 = 3
/ 2 = const(a..); (25) 
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р1 = -- sin 2~Z, Р2 = J11 = cos 2~Z, Ра = siп2~Z, р5 = Рн = -- cos 2~Z; 

p= 1/a(l+siп~21Z). СЮ} 

б) Пластюша вырезана параJiлелыю шюскости (11 О) (рис. 7, б): 

/ 1 = 14 = cos2 -~ cos2 (•.р + ~Z) cos2 -1\- = 3
/ 16 (1 + cos2 а- 2 V 2 siн 'J. cos Cl.), 

12 ::::::::13 = 3
/ 1a(l +cos2 a.+2V2siпacosa), l 5 =si112

'J., / 6 =0; 

Р1 = Р1 = 1 /з ( cos 2~Z- 2 V~Гsiп2?.), р2 = Р:1 = 1
/:1 (cos 2?. + 2 V2 siп 2CJ.), 

р5 =- cos 2?.; 

р = (2 + 7 siп2 а- 6 sin4 а.) f (6 + siп2 ~Z). (28) 

в) Пластюша вырезана паралJiелыю плоСJ{ости (111) (рис. 7, в). 
Нетрудно убедиться, что, так же каJ{Вслучаях I, 1, в) и II, 1, в), 

~! = coпst(~Z); 

р = 112· 
(29} 
(ЭО) 

2. О три ц а т е ль н а я п d л яр из а ц и я («к о рот J{ о в о JI н о в о е>> 
в о з б у ж д с н и е) 

г) Пластинка вырезана nараллельна плоскости (1 00) (рис. 7, 2 ). 
Колебания круговых осцилляторов 1 и 8 можно рассматривать IШК 

линейные, nерпендикулярныс излучающим осциJIJшторам; J{руi·овые· 

Е Е 
/ 

с 

д 

л 

(!00) (!10) 

Рис. 7. Пространствеиное распшюжение осциJIJШторов при их ориентации 
по осям симметрии второго порядка 

осцилляторы 2, 4, 5 и 6 проетпируются на плосность ( 100) в виде 
7t . 1 

эллипсов с отношением осей, равным 1 : cos т= 1 : V:2 : 

1
1

=cos2 (: ~a)= 1/2 (1+sin2a), l 3 =--'
1

/ 2 (1-sin2a), /2=/4= 

= ( cos2 : cos2 a + sin2 С() cos2 : = 1/4(1 +sin2 а), 15 = 16 = 1/4(1 + cos
2 а.); 

~ 1 = 5/ 2 = const(a.). (Эl} 
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Парциальные поляризации имеют те же значения, что и в случае 
JJI, 1, а): 

р = - 1/ 5 (1 + sin2 2а.). (32) 

д) Пластинка вырезана параллельна ПJIОСI<ости (11 О) (рис. 7, д). 
Круговые осцилляторы 1, 2, 8, 4 проеюируются на плоскость (110) 

в виде эллипсов с отношением осей, равным 1 : sin ~ = 1 : 1/ 2 ; I<руго­
вые осцилляторы 5 проектируются в виде линии: 

/ 1 = 11 = [ sin2 Z cos2 (ер+ а)+ siп2 (cp +а)] cos 2 ~- = 

= 3/ 16 (2+sin2 а+ 2 V~Гstn а cos а), 

12 = / 3 = 3/ 16 (2 + sin2 a. -- 2 V2 sin а cos а), 15 = cos2 а, 16 =О; 

~ l = (10- sin2 а.)( 4. 

р 5~ 1 
1, о ...-~_=·.· __ =--:~---,-._-:_: _._": :==--.. -.~ . ......,_-:=-..:..-· :--. _-. -<-.-~.-:-::-:-:·.~-==-"'·~ ....... !, о 

-!,OL----------------------------

--[IUO} -·-·!11/J) ---{!11} - .. -/(а){/10) 

Рис. 8. АзимутаJiьпые зависимости поJшризации 
люминесценции при ориентации осцилляторов по 
осям второго порядка. ДJiя /(а) (110) кривая, об­
ращенная выпу1<лостыо вверх,соответствуе-r р> О, 

а обращенная выпуклостью вниз- случаю р <О 

(33) 

Парциальные поляризации имеют те же значения, что и в случае 
Ш, 1, б): 

р = - (2 + 7 sin2 а- 6 siн4 а) j (10- siп2 а). (34) 

е) Пластюша вырезана параллельна плоскости (111) (рис. 7, е). 
Рассматриван раздельно группы осцилляторов 1, 2, б и 8, 4, 5, 

можно убедиться, что 



'\.1 1 -- "/ . '\' 1 - а; . ~ - (\) д ·- :..!' 

1.2.6 

]1 = 7
/ 3 = coпst(a). 

р -lj р - :if 1,2,G - 45, 3,1,5 -- 2, 

(Э5) 

(:ЗG) 

Зависимости, выражаемые формулами (25)-(.Зб), изображены гра­
фичесJ<И на рис. 8. Как можно видеть из этого рисунтш, в случае 
расположения осцилляторов вдоль осей 602 азимутальные зависимости 
выражены менее резко, чем в случаях I и II, что соответствует при­
ближению !( случаю полной изотропии распрсделениrс осцилляторов 
{изотропные растворы), в котором, юш известно, р = coпst (С!.)= 1 / 2 

(или - 1 /:J при перпендикулнрном расположении поглощающих и излу­
чающих осцилляторов) [2]. 

3. <{СпонтаннаЯ>> поляризация люминесценции пластино1{1 
вырезанных параллельно плоскости (110} 

Плос](ость (110) проходит через кристалл перпендИI(улярно оси сим­
метрии второго порядка. Вследствие этого при возбуждении люминес­
ценции естественным светом, падающим на пластинf{у, вырезанную па­

раJiлельно этой плоскости, интенсивности двух взаимно перпендикулярно 
поляризованных составляющих люминесценции оказываютсн в общем 
случае различными, Т; е. юоминесценцин оказывается частично поля­

ризованной. Нетру дно вычислить степень этой так называемой {{спон­
танной>> поляризации, набJJlодаемой при возбуждении люминесценции 
естественным светом в направленнии возбуждающего луча, за счет 
анизотропного распределения осцилляторов в плоскости, перпендИI<у­

днрной этому направлению \2
]. 

J, Ориентация вдоль осей 301 

1. <<д л и н н о в о л н о в о е» в о з б у ж д е н и е. Направления по г ло­
щающих и излучающих осцилляторов совпадают: 

11 = 1, / 2 =13 =cos4 
: = 1 /.1 ,~1=:1/~=coпst(a); 

р1 = cos 2а, р2 = Ра = - cos 2а; 
р = 1 / 3 cos 2а. (37) 

2. «К о рот к о в о л н о в о е>> в о з б у ж д е н и е. Излучающие осцил­
ляторы перпендикуJiярны поглощающим: 

/ 1 = 1, / 2 = /3 =( 1 + cos2 
; ) cos2 ~ = э/ 4 , ]! = "/2 = const(a); 

р =-]/г, cos 2а.. 

II. Ориентация вдоль осей 40~ 

1. <{Длинноволновое>> возбуждение: 

/ 1 = / 4 = siп'1 ер= 1 / 9 , /2 = Ia = 1, ~! = 20 /9 = const(CJ.); 

р1 = р4 = cos 2а, р2 =- 1
/ 3 (cos 2а + 2 V2-sin 2а), 

р3 = - 1 / 3 ( cos 2а- 2 V2sin 2а), 
l( 2 р = -· б cos Cl., 

(:38) 

(39) 



(j20 П. П. Феофилов 

2. <<К о р о т f{ о в о л ''о в о е>> в о з б у ж д е н и е: 

/ 1 = /.1 = (1 + cos2 9) sin2 'f = 5
/ 0 , / 2 = Iз = 1, ~[ = 28/о = const(a), 

р = 1/7 cos 2а.. ( 40) 

III. Ориентация осей 6G 2 
1 

1. <<Д JI и н н о в о JI н о в о е>> в о з б у ж д е н и е: 

I 1 = 12 = 13 = / 1 = cos'1 ~ = 0
/ 16 , / 5 = 1, /в= О, ~/ = 13

/1 = const (о:); 

р 1 = р.1 = 1 / 3 (cos 2:~.- 2 V2 sin 2а.), р2 = р3 = 1 /з (cos 2:~. + 2112 sin 2о:), 
р5= -eos 2а.; 

p=- 1
/ 13 cos2et.. 

2. <<К о рот к о в о л н о в о е>> в о з б у ж д е н и е: 

J ' J J J ( 1 \- . 2 7t" ) 2 7t" - 15/ 
1 = 2 = з = 4 = - SШ (Г COS (j - 16• / 5 = 1, / 6 =О, 

2JI = 10/ 1 = const(o:); 

(41} 

(42} 

Естественно, что абсошотные значения спонтанной поляризации 
уменьшаются по мере приближения к изотропному расположению 
осцилляторов. 

В табл. 1 дана сводrш результатов расчета [формулы (1)-(42)]. 

4. О степени анизотропии люминесцирующих центров ОI{рашивания· 

Сравнение экспериментальных зависимостей, полученных для 
оr{рашенных кристаллов CaF2, LiF и NaF [1], с расчетными зависи­
мостями, изображенными графически на рис. 4, 6 и 8, показывает,. 
что в случае CaF2 осцилляторы ориентируются вдоль осей 304, 

а в случае LiF и NaF- вдоль осей 602• Характер азимутальпой зави­
симости степени поляризации, наблюдаемый на опыте, в точности 
соответствует расчетному. Абсолютные значения степени nоляризации 
оr<азываются близкими к вычисленным в предnоложении полной 
шшзотропии излучателей, что свидетельствует о высокой степени 
анизотропии элементарных излучатслей центров окрашивания. 

Д.irя хараюеристиrш анизотропии элементарных излучателей можно 
ввести фаr{тор анизотропии, определяемый каr< отношение вероятности 
поглощения (или излучения) колебаний, перпендикулярных оси осцил­
Jштора, к вероятности поrлощения (изJrучения) колебаний вдоль оси 
осциллятора. Если обозначить эту величину через ~. то можно пока­
зать, что при «длинноволновом>> возбуждении шrастипок, параллельных 
(100), 

Р = Ро (1. + ~)2 + 2~2 
(при ориентации по осям 304) и 

(43) 

(при ориентации 
вычисленное в 

(~. 0). 

Р = Ро 3 + 10~ + 11~2 (44} 

по осям 602), т де р0 - значение поляризации, 
предположении полной анизотропии излучателей 
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cos2a cos21"k 
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- .s 1 1 
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cos2[1; cos2a 

- 5 -7- 1 1 

6G2 (НО) 
cos2a cos2a 

-
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1 1 

При наблюдаемых ОТI\лонениях р от р0 , равных nримерно 10%, 
~ ~ 0,02-0,03 у CaF2 и LiF; ~ ~ 0,1 у NaF. Малость значений ~ 
пот<азывает, что ЭJrементарные излучатели центров окрашивания в ис­

·следованных кристаллах можно рассматривать Ю11< почти nолностыо 

анизотропные. 

5. О природе люминесцирующих центров окрашивания 

Рассматривая различные возможные случаи ориентации осцил­

.ляторов относительно осей симметрии I<ристаллов, мы не делали 

НИI<аJ<ИХ предnоложений о природе центров Оiсрашивавия. Высокан 
стеnень анизотропии излучения, наблюдаемая на опыте, позвоюrет 
высказать некоторые nредположения относительно характера элек­

тронных уровней центров. Как известно, степень поJшризации из­
лучения, соnровождаю-щего nереход между двумя энергетиче­
<СI<ими уровнями, определяется о гноентельной интенсивностыо 'it- и 
'"·nереходов, т. е. переходов, в r<оторых магнитное Imантовое 

''l; 

с''': 
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чисJIО М изменяется соответственно на О или + 1. Нетрудно. 
пОI<азать, вычисмш ':>ТИ интенсивности при люминесценции, опреде­

ляемой переходами между энергетическими уровнями с различнш.ш 

3Ш.lченшrми внутреннего квантового числа J (мы рассматриваем случай 
резонансной люмю1есценции, соответстпующий в нашем случае <<длин­
IIоволновому» возбуждению), что зшtчения степени поляризации, близ­
кие к едюшце, моi·ут наблюдаться в одном и только одном случае-­
когда в основном состошiии центра J =О, а в первом возбужденном 
J = Р. Таким образом состоявин центров характеризуютсн нулевым 

или цеJючисленныiVI спином, что свидетельствует о том, что центры 

окрашивания представляют собой системы с четным числом электро- ) .. 
нов. Естественно предположить, что основным состоянием центра 1 

является состонние 150 , а первым возбужденным- 'Р1. В связи с этим 
отпадает возможностJ, рассматривать центры окрашивания в исследо­

ванных случаях IШI{ ?-центры п обычном понимании, т. е. юш элеiсгро-
ны, локализовавншеся в ваю:tiiтных анионных узлах (модель де-Бура). 
В этом CJiyчae, очевидно, I<БfНiтовое число J было бы поJтуцелым, 
тш< юн< спин был бы равен 1/ 2 • Центры окрашивания в иссJrедованных 

а 

е-м o-F е- M!raнmHqlii 
OHUOI/11/J!U !fJCЛ 

Рис. Я. Структура крнстаJIJiнчссi(ИХ решеток: а- Caf2 
И б-- фторвдОВ ЩСJIОЧНЫХ MeT<lJIJJOB 

фторидах не могут также рассматриваться r<ак сверхстехиометриче­
сr<ие атомы металла, сохраняющие систему своих элетсгронных уров­

ней, посколы<у в этом случае степень анизотропии осцилляторов 

двухвалентных металлов (основное состояние 1S0) и однопалентных 
(основное состонние 2S,1,) должна быть существенно различной. В то 
же время она практичест<и о;J,инакова в случае CaF2 и LiF. 

Представляется весьма правдоподобным, что центры окрашивания 
в рассматриваемых случаях являются Р2-центрами, т. е. енетемами 
из двух ?-центров, находящихся в соседних анионных узлах. Веронт­
IЮсть такой ассоциации ?-центров была раесмотрсна недавно Дейrе­
ном ['1]. Представление об Р2-центрах нвлнетсн до векоторой степени 
I(онкретизацией извеетных представлений об F' -центрах, т. с. ?-цен­
трах, присоединивших к себе по одному элеr<трону. Спины электронов 
в таких сложных системах антипараллельны, таi( что суммарный с.пин 
равен нулю [5]. 

Предположение о том, что шоминесцирующие центры окрашивания 
в изучавшихся r<ристаллах фторидов представляют собой F2-центры, 
т. е. пары электронов, расположенных в сос.едних ваr<антных анион~ 

ных узлах, находится в полном согласии с данными, полученными 

при иееледовании преетранетвенной анизотропии излучения [1]. В са· 

3 Частные примеры таких вычииtений можно найти в (8]. Нами та[(ОЙ расче·r 
был произведен для О J 4 при дJ =О, ±1. 
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мом деле, ориентация F~-центров в крис1·алличесюJй решетке должii:t 
определнтьсп направлениями от данного анионного у:Jла к соседiiилr, 

т. е. координацией аниона шшонами. В случаt• СиР~ ю1ждr.rii анион 
окружен шестью другими аниоiiПi\Ш (рис. ~J,a.), т. е. имеются три 
взаимноперпендикулнрньiх напр:шленин, в !(оторых могут ориеiiТИ]JО­

ваться F2-центры. В случае фторидов I.це.,ючrн.Iх меп1ллов соответ­
ствующее координациониое число равно двенадцати, т. е. и:мсетсн 

шесть возможных шшравJrений ориентации (рис. ~J,б). Нетрудно убе­
диться, что эти направленин совпадают у СаР~ с оснми сим~~;Iетрии 
четвертого тюрядi<а, а у щеJЮЧIIО-галоидных кристаллов- с осныи 

второго порядка, как это следуст и из поляризационных опытов. 

Если, руководствунсь этими соображснинми, искать !(ристалли­

чсские структуры, н которых реализовался бы случаИ II, т. е. 
OCI~ИЛJIЯTO]Jbl центров ()!(jJ3ШИВШ!ИЯ ориентирОВf!JlИСl> бы ПО OCH'.I 

симметрии третьего порядка, то нструдно убсдитьсн, что срсди га­
лоидных соединсний (и вообще среди соединений с одновалентныыи 
анионами) такие струюуры ж•воз!'vrожны. Требуемое координационное 
число (8 анионов, окружающих данный анионiiЫii узел) имеет место 
у некоторых окислов (струi<туры типа Сtт 20 или Аg,Д). 

Предстапленин о сложном хараюере центрон окрасrш, изучетJНJ,JХ 
в [1 1, полностью со г ласуютен таюкс с устойчивостью ориентации 
центров. Равномерное распределсние их по возможным шшравJrеништ 
ориентации есть результат статистического усреднения. Каждый дан­
ный центр окаэываетсн устойчиво ориентированным в нет<отором 
направлении, кат< это следует из наших опытов, в I(оторых было обна­
ружено анизотропное фотохимичесТ(ОС выцветание центров окрашива­
ния (аналог известного явления Вейгерта). Фотохимически активнi.Iii 
·поляризованный свет может вызвать разрушение центров, имеющих 
определенную ориентацию, в результате чего рпслределеJiие центров 
может утратить свою симметрию. Результаты этих опытов, которые, 
в частности, позвоJшют сделать однозначный выбор между двумн 
осцилJrяторными моделями, упомянутыми в раздеJте 1, мы предполагаем 
изложить в другом месте. 
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ШЫХОД ФОТОЛЮМИНЕСЦЕНЦИИ НЕКОТОРЫХ ОРГАНИЧЕСКИХ 
КРИСТАЛЛОВ 

М. Д. Галшtшt и 3. А. Чижикова 

tМетодоiМ Аленцева и Винокурова [I] изiМерен абсолютный Н!Вантовый выход фоrо 
томинещепцни мелкокристаллических органических в~ществ (па радифенилбензол а, 311 • 

трацена, стильбена, нафталина и др.). Дл'Я антрацена измерен выход люминесценции 
:плоского J{р!Исталшиш путем сравнения с раствором флуоресцешю; показано, что при 
введении соответствующих поправок nолучается выход, близкий к единице. 

БоJiьшая часть измерений абсолютного выхода фотолюминесценции 
лрово,щилась с растворами, и данные о выходе фо1'ОJIIоминесценции QP· 
ганичеоких кристаJIJюв имеют только ориентировочный характер (см., 
например, [2] ) • В настоящей работе для получения количес11венных дан­
ных относительно выхо,п.а люмiинесценции мешюr~ристалличеоких порош­

ков орга11шческих веществ, люми,r-Iесцирующих в ближней ультрафиоле­
товой и синей областях спектра, применен метод, разработанный Ален­
цевым и Винокуровым [1] для юмерения выхода ультрафиолетовой лю­
минесценции кристаллосjюсфоров. Для определения выхода фо11олюми: 
несценции монокристаллических пластинок антрацена применен метод 

·сравнения с ра,створом флуоресцеина. Выход флуоресценции применяв­
,шелося раствора был определен заново на фотоэлектрической уста·новке. 

1. Измерение выхода фотолюминесценции в мелкокристалличесJшх 
лорошках 

Метод Аленцева и Винокурова [l] основан на измерении возбу· 
ждающего излучения и: излучения люминесценции по ярrюсти флуорес­
ценции раствора флуоресцеина, .тпомипесцирующего под дейстнием этих 
излучений. Благодаря постоянству ывантового выхода флуоресценции 
ра•с11вора (закон Ва,вилова), яркость его флуоресценции пропорциональ· 
на соотве11ствЕшно числу rшантов в возбуждающем излучении и в иссле· 
дуемой люминесценции. Это дает возможность определить непосредствен­
но 1\!вантовый выхощ люминесценции. Условия применимос11и этого ме· 
тода сформулированы в [1] и собтодал::ись при наших измерениях. 

Для измерений применялась следующая схема устанонки. Кварцевая 
ртутная лампа НИЗIШI1о давления освещала две пJюские круглые пло­

·щадки, одна из которых предста1вJr.яла собой поверхность мелкокристал· 
.пичеокого порошка люминесцирующего вещес'гва, а вторая- поверх· 

Iюсть, покрытую наiПылеНiной на нее окисью м.а.гния. Рассеянное orr Э'!1ИХ 
поверхностей излучение лампы и овет люминесценции падали соответ· 
ствышю на две ыварцевые кюветы с раствором флуоресце:ина. Яркос11и 
·ф.тrуоресценц:и:и раrсл:шора в юа:ветах сра.вн:ива.лись при помощи фотомет· 
ра УФ. Для разделеНI:ия воrзбулщающего света и света люминесценции 
нами применяжя (rв отличие от [1]) светофильтр из плексигласа, задер· 
жиtВающий во·збу.ждающий свет (rв основном линия 254 ffilt) и прозрач­
ный для сrвета люминесценции. 

В предnоложении, что рассеянный свет и свет люминесценции 
имеют одинаl{овое угловое распределение PJ, отношение яр костей 
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флуоресценции в юоnетах с раствором флуоресцеина в спсутствис 
фильтра равно 

а= (/л+];,+ 1')/(Jп + /), 
где 1n- число кnантов в падающем свете, возбуждающем Jrюыинес:­
ненцию, /- чисJrо квантов в дJrюшовоJпювом свете (не возбуждаю­
щем люминесценции), отражен­
ном поверхностью окиси магния, 
1 11 /н и -то же дJrя поверхности 
иссJrедуемого поропша, l;r - чис:­
JJО r<вантов люминесценции. Если 
поставить светофиJrьтр перед юо­
ветой с флуоресцеином со сторо­
ны порошi<а, то измеряемое отно­

шение ярr{()стей 

Ь = k (!л+ 1')/(Jп + /), 
где k- пропусr<аемость фильтра 
ДЛЯ ДЛИННОВОJJНОВОЙ части СПеК­
тра (k :::::=: 0,9). При светофильтре, 
nомещенном перед ртутной Jiам­

Таuлнца 1 

Значения а, 71, с и fl для антрацена 

а 

ь 
с 

d 

0,57 
0,5:3 
0,12 
3,00 

о 1 (i1 
0,55 
0,13 
2,Щ 

Среднес 

0,59 
0,54 
0,1:>, 
2, !)7 

в"" = o,ss -------------'------------------

пой со стороны порошка, отношение щжостей 

С= kl'/(Iu -+·1), 

и, наr<анец, I<ОГ да светофиJrьтр стоит перед флуоресцеином со стороны 
оrшси магния, отношение равно 

d = и:. + 1' + 1;r)f kl . 

. По данным этих четырех фотометрических измерений вычисляетсн 
квантовый вы:х:од Вю•: 

1 ( 1 а ь) Bнн=1л/(fu-ln)=(b-c)jk 1-kd-a·+т· 

В качестве примера в табл. 1 приведены значения квантового 
выхода (средние из пяти отсчетов), поJrученные дJrя порошка антрацена 
в одном из измерений. Для исключении возможного различия в осве­
щении двух поверхностей производились два измерения (1 и 2 в табл. 1) 
при перемене местами люминофора и окиси магния, и браJюсь среднее 
геометрическое из двух отсчетов. 

Тnблиr(а 2 

Абсолютный нnантовый выход В1ш фотолюминесценции 

Вещество 

Парадифеннлuснзол 
Антрацен* ••• 
Стильбен .. 
Флуореп ** . 
Феныпрен ** 
Нафталин • 
Дифенил • • • 
Дифениламин . . • 

0,82+0,05 
о 70+0 04 

' - 1 0,50±0,03 
о,::~э+о,о2 
о ,28+0,02 
0,16+0,01 
0,16+0,01 
о ,03+0 ,01 

Примечапия 

*Чистый синтети•rссr{иЙ антрацен. Пр!{ 
освещении ртушой лампой HИ3IIOL'O давлс­
пин (254 !ЩJ.) яркость люминесценции 
уменьшается (в наших условиях па 25% за 
1 час). Приведено значение, экстраполиро­
ванное к нулевому времени освещения. 

** Степень чистоты препаратов неиз­
вестна. 

Вероятная относительная ошибr<а в определении выхода из-за СJIУ­
чайных ошибок фотометрирования сос'i'авляет 6% ... 

8 ЖЭТФ, Jll'o 5 

ii :·• 
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В табл. 2 приведены значения В,ш, измеренные описанным методом 
ДJIЯ ряда JIIоминесцирующих органичесrшх кристаЛJюв. 

2. Измерение энергетического выхода люминесценции 
монокристаллических пластиНОI< антрацена методом сравнения 

с раствором флуоресцеинR 

При возгонке антрацена получаются тонкие пластинки весьма одно­
родные и с хорошей поверхностью (см. ta· 4)), вполне пригодные для 
()Пределения выхода фоrrолюминесценции антрацена мето:до·м сравнения 

с раствором флуоресцеина. 
Предварительно был измерен выход люминесценции раствора флуорес­

цеина (ра·створ в глицерине с NaOH, концентрация 2 · 10:3 г/мл) по ме­
то:ду Вавилова ["]. Эт10 измере-

l;,. ние произво:дилось при помощи 
'100 монохроматора УМ-2, за выход­

,700 

200 

100 

1/00 liOO 
.Л. 1 m,щ 

Рис. 1. Распределение энергии в спеюрах воз­
·буждающего света, рассеянного на О!(иси магния 
(.1) н раствора флуоресцеипа в г лицерипе 

(с . 2 ,fQ-3 Г/MJJ) (2) 

ной щелью Jю'юрого стоял фото­
умножитель 1\убецкого. Спек­
тральпая чувствителыюсть уста­

новки была тщательно опреде­
лена по лампам накаливания с 

известными цветовыми темпе­

ратурами при фиксированных 
условиях освещения выхо:дной 
щели монохроматора, сохраняв­

шихся при дальнейших измере­
ниях . 

Для возбуждения люминес­
ценции применялась .пампа на­

каливания (точечная лампа) с 
системой светофильтров. Воз­
буждающий источник фокуси-
ровался поочередно на кювету с 

флуоресцеином и поверхность окиси магния при помощи двухлинзового 

кондеrюора, дававшего сравнительно большое равномерно ос:вещенное 
пятно. Ахроматический конденсор давал изображение э'юго пятна на 
входной щели монохроматора. Поверхности кюветы и окиси магния бы­
ли перпендикулярны к оси монохроматора, а возбуждающий пучок со­
став.rrял с ней небольшой уюл (~ 30°). На рис. 1 приведсны кривые 
распределения энергии в спектрах света, рассеянного экраном из MgO, 
и света люминесценции флуоресцеюrа. Ординаты первой кривой умень­
шены в четыре раза, чтобы учесть различие в угловом распределении 
излучения ["]. Отношение площадей под кривыми равно 1 0,29 + 0,01. 

Так как ноглощение вовбуждающего света в растворе поJнюе, то, с 
учетом О·тражающей способности окиси магния в данной облас11и спектра 
(0,98), выход Jrюминесценцин раствора флуоресцеина равен 0,28 + 0,01 1• 

Сравнение люминесценции кристалла антрацена и раствора флуорес· 
ценна производилось на том же монохроматоре. :К:ристаллы сажались 
на оптический контакт с плоокой стеклянной пластинкой. Было иоследос 
вано большое число кристаллов, причем для I<ристаллов с хорошей по­
~ерхност:Ью результаты хорошо 'воспроизводились. 

·Возбуждение люминесценции производилось от ртутной лампы 
СВД-Ш-250 через фiИJrьтр, пропус,кавший в основном область около 
365 m.~. Поглощение возбуждающего света кщ{ в растворе, так и в крн-

1 Относительно расхождения этого значения с обычно при,ме1шемы'м для растворов 
флуоресцеина ом. раздел 3. 



сталле было полным. "Коэффициент отражения возбуждающего света от 
кристалла, измсрешrыи при помощи фотоэлемента, оказажя рnвным 9% _ 
На рис_. 2 приведсны кривые 
распределения энергии в спек­

трах люминесценции кристалла JOO 
антрацена и раствора флуорес­
цеина. Кривая для антрацена 
представляет среднее из ре- 200 
зультатов измерений для ~ши­
болеЕ: однородных и правиль­

!00 

1 

' 1 

~ 

,,..., 
~' \z 

,' .. , 
1 'о 

'• 
ных кристаллов. Отношение 
площадей под кривыми для 
антрацена и флуоресцеина рав­ ~~-

o~~--------~~~,~-==2'7v~----~~-soo r/oo 
-\(m,щ 

но l ,09 + 0,03. Отсюда ДJIЯ 
энергетического выхода люми­

несценции кристалла антраце­

на, учитывая: изменение энер­

гетического выхода флуоресцеи­

Рис. 2. Распределение энергии в сnектрпх 
l<pнcт«JIJia ю!Трацена (1) и раствоrп фJ!уорсс­

цсина (2) при возбуждении л= 365 Ш[L 
на при переходе от области 

возбуl}[щения 435 m:L к 355 lЩL, получим 

0,2Ь · 1,09 (365/435) (1,09/1,04) = 0,27 :.!: 0,02. 

(МrюжитеJIЬ 1,09/1,04 учитывает небольшое различие в отрюкении во:!­
буждающеrо света от поверхностей кристалла и раствора.) 

3. Обсуждение результатов 

Значения выхода люминесценции, полученные для порошкообразных 
веществ, в ча,стности, для а,нтрацена, не представляют собой истинного 

500 /l.[m,U) 

Рис. 3. 1- СПС!(Тр ПОГJ!ОЩСНИЯ I<JlИCTaJJЛa ан­
трацена, 2- СПС!(Тр J!ЮМИИССЦСIЩИИ МОНО!({JИ· 
сташщческой пластюши, 3- спеi<тр Jiюмипес­
ценции nорошка антрацена (длинноволновые ча­
сти I<ривых 2 и 3 совмещены), 4- эависимосп, 
относитеJ!ЫIОГО квантового выхода антрацена от 

длины вош1ы возбуждающего света 

выхода их люминесценции. В по­
рошках IIеизбежны многократ­
IIое отражение н ра-ссеяние, 

приводящие к реабсорбции JIЮ­
минесценции. Влияние реаб­
сорбции MOJI\eт быть различным 
для разных веществ. Так, на­
пример, для антрацена реаб­
сорбция приводит к заметному 
изменению формы спектра по­
рошка по сравнению со спек­

тром -гонкого отдельною кри­

стащш (рис. 3). Однако, как 
следует из зависимости выхода 

от длины волны возбуждающе­
го све~а (рис. 3) 2, довольно 
значительная часть реабсорби­

рованного света возвращается в виде люминесценции. Все же несомнен­
но, что часть света люминесценции теря,етсп и поVIученные значения 

квантовою выхода меньше истинных. 

При измерениях методом сравнения JIJоминесценции плоского кри­
сталлика с люминесцеrщией раствора в .кювете (раздел 2) необходимо вво­
дить поправки на преломление света люминесдеiщии на плоской границе. 

2 Для ИСКЛЮЧеНИЯ ВJ!ИЯНИЙ отраЖеНИЙ Коэффициент ПОГJ!ОЩеНПЯ определ:я.Лся путеМ 
измеренип поrJ!ощеiшя сnета в кристалликах разной ТОJ!ЩЮIЫ, устанавливающихсп на 
средней щели двойного кварцевого ,монохро,матора Хиl!ыrе,ра, за выходной щелью ко­
торого стоял фотоуiМножитель. Зависимость квантового выхода от длины .волны· ИЗIМе­
рялась на том .же tмопохрОiматоре путем сравнения томинесценцин антрацена и рас­

твора флуоресцеина. 
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Преломление на границе двух сред с отношением показателей прелом­
ления n приводит к тому, что яркость люминесценции, наблюдаемой по 
нормали J{ границе, оказывается в n2 раз меньше, чем средняя яркость 
(см. [6], где приведена литература, а также [7]). Так, например, учет 
этой поправки в случае измеренного нами выхода раствора флуорес­
цеина приводит к значению энергетического выхода 0,28 · ( 1 ,47) 2 ~ 0,50. 
Если учесть отражение возбуждающего света и света люминесценции 
на границе, это значение долж:но быть уве.тrичено еще на ~-- 8%. Для 
квантового выхода получаем приблизительно 0,60 · 1,08 · (540/435) = 
= 0,81, что сгласуется со знач€ниями, полученными для водного рас­
твора флуоресцеипа методами, в ко·юрых иптегрируется излучение по 
всем направлениям /7•8.). Отмстим, впрочем, ч·ю в нашем растворе имеет­
ся небольшее концеrшрационное тушение (на 18%). Пересчет к нуле­
вой концентрации дает квантовый выход 0,99, т. е. в пределах ошибок 
равный единице. 

Введение .соответствующей поправ,ки в случае анизотропной среды 
значительно сложнее. В этом случае необходимо учитывать: 1) отраже­
ние света люминесценции на границе, 2) влияние преломления на гра­
нице анизотропной среды, 3) поляризацию люм.инесценции, 4) располо­
жение осциJIЛяторов в кр1Исталле и соответствующую анизотропию излу­

чения. При этом необходимо принять во внимание изменение углового 
ра.спределения излучения осциллятора в анизотропной среде [9]. 

Вычисле,ние углового раопределения люминесценции усложняется 
сильной дисперсией показателей преломления кристалла антрацена и 
предста1вляст самостоятельную задачу. Для приближенной оценки по­
правки, rшгорую нужно ввести в значение выхода (наибольшая поправ.ка 
обусловлена влиянием преломления света на границе кристалла), мож­
но во·спользоваться величипами показателей преломления, измеренными 
в работе Обреимова, Прихоты<О и Родниковой [4], и принять во внима­
ние, что свечение антрацена поляр,изовано оо степенью поляризr.щии 

р ~ 0,4, причем направление поляризации составляет небольшой угол ер 
с кристаллоrрафичесиюй осью Ь (1°] (плосr{ость пластинки кристалла­
плоокость аЬ). Тогда соответствующая поправка будет иметь вид: 

(1 - р 2 ) " (1 - р о ) о ;г + р sin <р n;; + ~ + р cos· 9 nt, . 

Принимая для грубой оценки значения показателей: преломления, соот­
ветствующие средней длине волны crreiпpa люминесценции ( ~ 420 tщt) 
па= 1 ,77; nь = 2,05, получим поправочный множ:итель равный 3,9, что 
дает значен•ие выхода, близкое к единице. Бс.rrи принять во внимание 
сказанное выше о реабсорбции, это значение согласуется с измерениями 
выхода люминесценции в порошке антрацена (раздел 1). 

Авторы благодарны М. Н. Аленцеву за обсуждение этой работы. 
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НЕКОТОРЫЕ АНОМАЛИИ В ПОВЕДЕНИИ МЕТАЛЛОВ, 
НАГРЕВАЕМЫХ ИМПУЛЬСАМИ ТОКА БОЛЬШОЙ ПЛОТНОСТИ 

С. В. Лебедев и С. Э. Хайюиt 

Исследовалась зависимость электропроводнаст н мeтaJIЛII'ICC I<ОЙ IIJIOBOJJO lill от 
·поступающей n нес энергии при шютности TOI<a ~ 107 Аjсы 2• Прп этом нaбll!oЛaJICH 
.аномальный ход этой зшшсш1ости, указывающий на необычное состояние самого 
иетаJiла. 

Экспериментальное иссJrедование поведения металлических про­
водНИI{ОВ при очень боJrьшой шютности тоrш. чрезвычайно затруднено 
сильным их нагреванием и быстрым разрушением. 

В работе [1
] путем интенсивного охJшждения компенсировалось 

нагревание хороших метаJIJшчесrшх проводников при плотности по­

стоянного тоr{а 5·106 Аjсм2 , причем шшаrшх аномаJшй эJrектропровод­
IЮсти обнаружено не бюю. 

В наших экспериментах мы не стремились I< поJiучению стацио­
нарного состояния, а пытаJшсь иссJtедовать свойства металJш в про­
цессе его нагревания импу Jrьсами тоr{а большой плотности. Такой 
метод 1 позволяет экспериментировать при шютностнх тока,...._, 107 Аjсм2 • 
При этом можно исследовать nроцесс нагревавин проводника до мо­
мента его разрушения. 

1. Методюш измерений 

В тою{ую метаЛJшческую npoвoJIOI{Y очень быстро вводилось боль­
Juое количество энергии путем пропускания через нее сильного тока, 

Рис. 1. ПрипципиаJIЫJая схема 
установки (\(онтур J). О- об­
I<ладi<и ИСЦИJ!ЛОГрафа, С- !iОН­
деНСаТОр L- !(атушка само­
инду!(ции, И - иci<ponoe реле, 
r- эталон сопротивления, Н-

исследуемая проволо!(а 

разряжающего конденсатор. Течение процессов, происходящих при 
этом в металле, изучалось по полученным при помощи катодного 

осциллографа осциллограммам напряжений на исследуемой проволоке 
с сопротивлением R и на эталонном сопротивлении r. Эталон сопро­
тивления r был изготовлен из константановой проволоки, сечение ко­
торой велиr<а сравнительно с сечением исследуемой проволоки. По­
этому эталон r в течение опыта практичесi<И не нагревалея и его 

сопротивление не изменялось. 

1 Этот метод применнлСS) многими авторами [2-5] ДJI!I изучении взрыва П[ЮВОЛО!( 
под· дейстqием СИJiьного тоl\а, но нам изnестriы только две работы (6,7], в которых он 
использовадся для изучения свойств металла до момента его разрушения. 
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Принципиальная схема нашей экспериментаJrыюй установки пока­
зава на рис. 1. Опыты производились как nри r<олебатеJrы-юм, так и 
при апериодичесr<ом разряде r<онденсатора С (при апериодичесr{ОМ 
разряде rшгушка самоиндукции L заменялась допоmштельным сопро­
тивJrением). 

Напряжения V R (t) = i (t) R (t) и V, (t) = i (t) r позволяют найти силу 
тока i (t), сопротивление проволоки 

(!) 

и энергию, поступившую в нее из контура с момента t1 до момента t2,, 

t, 

Et, - -.!._· ( v v dt 
t, - r ~ R, r • 

t 1 

(2} 

В nриведенных выше выражениях для VR и V, пренебрегается 
сJ<ин-эффектом и индуr<тивным сопротивJiеtшем nроволоr<и и эталона r. 
Законность такого Пренебреженин в уСJювинх наших опытов прове­
рялась путем r<ОI-прольных измерений и вычисления по ( 1) заранее 
известных nостоянных сопротивлений, вкшоченных в контур 1 на 
место проволоки R. При этом было выяснено, что формула (1) дает 
неnравильное значение сопротивления R только для самого начала• 
осциллограмм, в промежутr<е времени i 1 -- t0 после момента t0 вклю­
чения тока. Величина t1 - t0 уменьшается при уменllшении само­
Индукции проводников R и r. Отсюда ясно, что в течение времени 
t 1 - t0 нельзя пренебрегать их самоиндукцией в выражениях VR н V, 2• 

Очевидно, формуJш (2) для этого промежутка времени таюке теряет 
смысл. В наших опытах минимальная величина t1 - io была около 
1-2 1.1 сек. При плотности тот<а j < 10r; Аjсм2 скорость нагреваишь 
исследуемой проволотт такова, что за время i 1 - t0 ее сопротитме­
ние почти не меняетсн 3 [веJшчина сопротиВJiений R, пайденная по 
( 1) длн момента t1 , в пределах точности измерения не отличается от 
величины R перед шtчaJIOM опыта]. При таких) формуJrы (1) и (2) при~ 
менимы практически в течение всего времени нагревания. По мере 
увеличения j скорость постушrенин энергии в провоJюку возрастает 
и соответственно возрастает область изменения R и Е, которая не 
может быть исследована при помощи формул (1) и (2). При уuеличе­
нии j ныше~2-107 А/см2 время нагревания проволоки до момента 
ее разрушения сш<ращается до нескоJJЬких микросекунд, т. е. при­

ближается к веJшчине i 1 -t0 • Поэтому nри J>2·107
-: 3·107 А/см2 

измерение сопротивления и поступающей в проволоку энергии по 
формулам (1) и (2) в наших опытах становилось невозможным. 

Приведенпые здесь ориентировочные значения j относятся I< воль­
фраму, но они не меняются по порядку величины при переходе от 
одного металла I< другому. Эти данные относятся не толы< о к сJrучшо 
постоянного тока, но и к СJrучаю I<оJrебательпого разряда в I<онтуре 
1 с периодом 't ~ 1 о-5сек. (времена нагревания проволоки до момента 
ее разрушения nри постоянном токе и nри nеременнам токе периода 

"~ 1О-5сетс мало различаются, если плотность постоянного тоr<а равна 
среднему значению шютности перемениого тока). 

2 Имеетсн в виду самоинду1щин не только проводников R н r, но nсего 
участка ЦеПИ МеЖду ТОЧI<аМИ ПОДI<JJЮЧСНИЯ 'ОСЦИЛJ!ОГрафа. 

3 Опыты проивводнлись с чистыми меташшми, для которых о нагреnании можнО> 
судить по ивменению сопротивления. 
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Из опытов по плавлению шшвr<их nредохраните,т!еii известно, что 
при токах j d: 105 А/см2 потери энергии IJpoвoJюr<oй вl'егда малы срав­
нительно с энергией, необходимой дJIЯ ее нагревавин и шншJrения [8]. 

В наших опытах шютпость тш<а была вы1пе, чем 10" А/см2 • СJ!(~дова­
теJrыю, потери энергии в nроцессе нагревании проволежи можно было 
не учитывать. 

В рассматриваемых в настонщей статr,е опытах пpoвcJJIOЮI все г да 
разрушались. 

2. Качественная характеристика процесса нагревания металлических 
проволок током большой ПJютпости. СI<ачок сопротивления 

ЭJ{сперименты ПОJ{азали, что при нагревании проволок током 
j = 107 А{см2 внекоторый момент tc происходит скачкообразное увели­
чение напряжения V n, причем напряжение Vr в этот мт1ент не нара­
стает. На рис. 2 приведены осциллограммьr Vг~ (t) и V, (t), сшrтые 
одновременно с воJrьфрамовой провОJJС)[{И и постоянного сопротивле­
ния r. Сr{ачок Vn уr{азан на осциллограмме 1 стрелкой. Момент воз­
ниюювения скачка и весь ход осциллограМI\I до этого момента не 

зависят от того, находится лиnровсмокав масле, воде, спирте, парафипс 
или канифоли. В случае не особенно тугоплавких металлов (например 
Cu) тююй же результат nолучастен и для воздуха. Однако nоздушнан 
среда непригодна для опытов с тугоплавкими материалами, в част­

rюсти с вольфрамом. У поверхности вольфрамовой nроволотш в воз­
духе еще до момента fc вспыхивает шунтирующий разрнд, в резуль­
'I а те чего nлотность тока в nровощже nадает (см. раздел 4). Таким 
образом характер среды, окружающей проволоку, не влияет на ход 
процесса нагревания до момента tc, если только эта среда не стапо­
ВИ1'СЯ электропроводной. 

Изменяя амплитуд у тоr<а путем изменения начального напряжения 
на конденсаторе С в случае колебательного разряда в контуре !, 
мтr(но получить скачок V R nри различных значенинх. тоr<а i. Напри­
мер, на осцилограмме 3 рис. 3 скачок V R наблюдается вблизи нуле­
вого значения TOI{a, на осЦiмлограмме 1 рис. 3- вблизи его МШ{СИ­
маJJы-юго значения. Отсюда видно, что это явление не связано с Ю1-
ким-либо определенным мгновенным значением плотности тотш. 

Кат{ показаJIИ опыты, проведеиные с проволоками разJшчной ДJIИНЪ1 
и сечения, момент возпиюювснин скачка Vn дJIН данного металла 
определяется ТОЛЫ{О nлотностыо TOI{a j (t) n течение всего времени 
tc- t0 • СледоватеJrыrо, появление скачка обусловлено изменением 
объемных свойств мeтaJIJra в резуJiьтате протешшин тока. Поэтому, а 
татоке ввиду того что среда, окружающая проволоку, не элеi<тропро­

водна, резкое нарастание величины ( Vn/ Vr) r свидетельствует о рез­
ком увеличении сопротивления проволоки. 

Скачкообразный характер изменения dRjdt в момент tc хорошо 
заметен в случае нагревания провоJЮЮ1 током слабо затухающего ко­
лебатеJiыrого разряда, ко г да изменение R мало сказывается на силе 
тока i. Например, согласно осциллограмме 1 рис. 3, dRjdt сильно 
меняется за такое r<ороткое время, в течение r<оторого J{ак сиш1 тока 

i, так и самое сопротивление R остаютсн праюичесrш постоянными. 
Татшм образом, сr<орость постуnления энергии в металл dEjdt не из­
меняется за время изменения dRjdt. СJiедовательно, резкое изменение 
величины 

dR dRdE 
dt = dEdt 

определяется тем, что в момент tc изменяется харю{тер зависимости 
Rот Е. 
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Рассматриваемые скачки сопротивления служат причиной явJrения, 
известного под названием <<nаузы тоr<а>> [4

-
6
]. Это явJrение закшочается 

в том, что в контуре 1 ток i, нагревающий провоJюку, на неr<оторое 
rзремя прекращается, хотя конденсатор С еще не разряжен. Отсюда 
видно, что нарастание сопротивления, начавшееся в момент ic, может 
продолжаться до полного исчезновения nроводимости. Однш<о хараr<­
тер убывания тоr<а i при нарастании R силыrо зависит от параметров 
контура !, нагrряжения на конденсаторе С и длины иссJrедуемой про­
волоrш. В частности, сr<ачок R вообще практически не приводит r< 
убыванию тока i, если параметры r<orпypa 1 таковы, что i очень мало 
зависит от R . В этом случае напряжение на nроволоr<е достигает 
значения пробивнога напряжения, когда R еще не успевает возрасти 
настОJrько, чтобы тот< i заметно уменьшился4 • Например, ход кривой 2 
на рис. 2 уr<азывает на незначительное уменьшение TOI<a i, ВЫЗВанное 
CI<aЧI<OM R. 

Осциллограмма 3 рис. 3 подтверждает, что нарастание VR 
прекращается в связи с появлеr-rием разряда между r<антактами, в 

которых заr<реnлены I<оrщы исследуемой проволоrш. После макеи­
малыюга значения i Vя 1 осциллограмма 3 рис. 3 nриобретает вид, 
типичный для дуги (при прохождении тоr<а i через нуль Vя меняется 
CI<aЧI<OM). 

Аналогичные явления наблюдаются и при апериодическом разряде 
J<онденсатора в контуре !, если вместо катушки самоиндукции L 
поставлено большое сравнительно с R сопротивJiепие р. Напри­
мер, кривая 2 на рис. 4 указывает на незначитеJJыrое уменьшение 
тока i во время сr<ачка R. (При уменьшении р падение тока i, начи­
нающееся в момент tc, становится более значитеJJыrым, и при доста­
точно маJJЫХ р TOI< i nадает до нуJrя; однако он возниr<ает вновь (HJ 
после того, как появляется проводимость в расширяющемся oбJJai<e 
паров, Образовавшихея при разрушении проволоrш.) Таким образом 
очевидно, что изменение состояния проволоки после момента ic уже 
не определяется только полным тоi<ом i, а существенно зависит от 
хараr<тера среды, в которой она находится, и от свойств питающего 
устройства. 

Я:вленин, рассмотренные до сих пор в настоящей статье, относятся 
I<O всем металлам, с I<оторыми мы экспериментировали (W, Fe, Сн, 
Ag, РЬ ). Величина плотности нагревающего TOI<a j, при !{Отарой на­
бJIIодаютея скачки сопротивJJепия, для различных: металлов различна5 • 
Например, при уменьшении. амплитуды колебательного разряда в r<он­
туре 1 от }0 = 2 ·107 А/см2 до }0 = 1,5 ·107 А/см2 в случае серебра (рис.5, 
2 и 1) сr<ачок Vя пропадает, но в случае свинца он не исчезает даже 
при }0 = 5,5 ·1 06 А/см2 (рис. 5, 3). 

В опытах с жеJiезом сi<ачок V R пабJJiодается6 при }0 = 1,3 ·1 07 А/см2 

и отсутствует при }0 = 3,2·106 А/см2 (рис. 6, 1 и 3). Исчезновение 
скачков V R с уменьшением j наблюдается для всех перечисленных 
выше мeтaJIJroв. СJrедует иметь в виду, что nриведенные .здесь данные 
относительно веJrичины j, при которой наблюдается CI<aчor< Vя, поJrу­
чены для переменнога тока, период !{Оторого -с не во всех этих при­

мерах был одинаков. 

4 Мы работаю! именно с такими схемitми, так как при неизменном i по изме· 
нению VR = iR легче судить об изменении R. 

6 Нагревающий ток j в случае слабо затухающего I{Qлебательноrо разряда опре· 
деляется периодом разряда '~' и <t1ШJIИТудой j 0 • 

6 Разрывы JIИнии VR (t) вблизи точек i =О на !(ривых рис. 5, 1 н G, 3 (отмечен­
ные стрелt(ами) указывают на поsшлеiше участков FеметаJIJшческой проводимости 
вдоль проволоки. 



Ит<ш, в CJiyчac боJiьших j состояние ~штсриаJiа проволоки в момент 
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Рис. 2 

/см ,_.._.., 

f 

2см ,_______, 

Рис. 3 Рис. 5 Рис. 6 

Рис. 2. Осциллограммы V R (t) (кривая J) п V, (t) (!\риваи 2) вольфрамоnой проi\О­
лтш, диаметр 0,06 мм, l = 1 см (в мacJie). Ток j ('~' f/1) = 1~,4 · 106 А/см2 • Пернол 
разряда "= 12 · 10-а сек. Чувстnителыюсть осциллографа по лучу R, aR = 210 V (мм 

и по Jiyчy r, а,= 34 V(мм. Масштаб времени Ь = 8·10-7 сек.(мм, r = O/t9 Q 

Рис. :1. ОсцнЛJюграммы V R (t) и V, (t) жеJJезной проволоки. 1- V R (t), 2- V, (!) для 
проволоки в мaCJIC, j (-r ( lt) = 15·106 А/см 2 , 3- VR (t) для такой же щюволою1 в воз­

лухе при j ('~' /4) = 12·106 А/см2 , г= 1,20," = 5,3·10-6 ccic, Ь = 6,3·10-7 се!(.jмм 

Рис. 4. Осциллограммы VR (t) {I\рiшая 1) 11 V, (t) (кривая 2) вою.фрамовой проnолою1 
в канифОJIИ, диаметр 0,1 мм, l = 1 см, r= 1 О, aR =а,= 25,6 V/мм, Ь = 

= 2,8·10-7 сек/мм, j{t3) = 9,3·106 А/см2 

Рис. 5. Осциллограммы VR (t) серебряной и свинцовой пrювоJюк. 1 и 2- серебря­
ная проволока в масле; 1- j (-r /4) = 15 ·106 А;см2 ; Z- j ('~' 1 4) = 20 ·106 А/см2 ; 3- свин­
tLОвая пpoвoJIOI\il в масле, ток j (-r 1 !1) = 5,5 ·106 А/см2 • Масштаб времени: длн 1 11 2 

Ь=6,3·1О-7 сеi\/мм, для 3 Ь=4,7·1О- 7 сск(мм; -r=11,3·10-6 се1с 

Рис. 6. ОсцнJшограммы VR (t) н V
1
• (t) железной провоJЮIОI, диаыетр 0,05 мы, в масле. 

1- VR(t), 2- V, (t); "= 5,3·10-6 сек.; j (-r/4) = 13,5·106 А/см 2 ; r = 1,2 О, l= 1 см; Ь = 
=3·10--7 сек/мм; aR=a,=80Vjмм; 3-VR(t),4-V,.(t); -.=2,6·10-5 сек., j("/4)= 

=3,2·106 А/см2, r=4,3Q, l=2 см, Ь=1,3·1О-6 ссi\.jмм, аR=а,72-V(мм 

межутке времени t- t0 • В момент t = tc зависимость R от Е реЗI{О 
изменяется, и начинается очень быстрое возрастание R. ДJш t <.: tc по 
осциллограммам при помощи формуJI (1) и (2) можно поJiучить IЮJIИ­
чественные даю-IЫt: о состоянии материаJiа провоJIОIШ. При t > tc со-

9 ЖЭТФ, J\IЪ 5 
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стояние материала проволоки сильно зависит от внешних условий (от 
свойств окружающей среды и особенностей питающего r<оптура 1). 
При этом формуJIЫ (1) и (2) уже не определяют сопротивJrения и 
энергии 11роволоки. 

3. Результаты измерения энергии и сопротивления вольфрамовых 
и железных проволоl{, нагреваемых TOJ{OM '"-' 107 Аjсм2 

Характерная особенность состояния мета.nла в момент tc видна из 
сопоставления величины сопротивJrения при t = tc и энергии Е,~с (r<ar< 
уже отмечалось, при j> 105 Аjсм2 потери энергии могут не учиты-

. t 
ваться, и в момент fc вся энергия Е,"с должна находиться n проволо-
ке). Дюr железа и вольфрама в пределах точности измерений всегда 

R ( ) RTII RTH 7 б tc = n,1, г де 11л - о ычное значение сопротивленин при темпе-

7 О Е~ ратурс плавления в твердом~состоннии. дпако энергия -~ оказы-

вается при этом значительно боJiьше !:iнергии Wн, необходимой для 
нагревания данной провоJrоrш от комнатной температуры до начала 
пJrавJrения в обычных усJrовинх (без потерь энергии). 

Для иллюстрации этого положения 1rриведем примеры: 
Пример 1 (рис. 7). ВОJiьфрамовая провОJЮI<а диаметром 0,19мм, 

длиной l = 0,75 см взрывается в парафине TOI{OM j("'/4) = 13,4·10° А/см 

Рис. 7. ОсциJIJrоrраммы : V R (t) 
(1(]1ИП3Я J) И Vr (t) (!(J1И!IDH 2) 
вольфрамовой проволою1 в 
парафине, диаметр 0,1Н мм, 
l = 0,7!1 см, r = 0,3211, Ь = 
=1/1·10--7 CCI(/MM, llR=ilг= 

=25 V /ММ ;-r=10 5 CeiC ,j (т/ lt)= 
= 13,4·106 А/см2 

колебательного разряда конденсатора. Период разряда "'= 10-5 сек., 

R1'll 
nл = 0,3 О, Wп = 2,23 дж. Зная чувствительность осциллографа aR = 

= аг = 25 V jмм, масштаб времени Ь = ] ,4 ·1 О-7 Cei{ .jмм, СОПрОТИВJIСИИС 
эталона r = 0,32 Q для момента fc ~ 3-r/4,'"'по осциллограммам при по­
мощи (1) и (2) находим 

R (tc) = 0,29 Q ~ R~~. Et:c = 8,4 дж= 3,8 W11 • 

Таким образом при энергии Et~c, в несколько раз превышающей 
Wн, сопротивление проволоки не превышает п;~;~. При ВЫЧИСJrении 
Е),с, начальный участок осциллограммы рис. 7, 1, для rшторого за 
счет индуrсrивности VR > iR, исправлен тем, что проведсна прямая 
Jrиния от Iшнца нижнего горизонтаJrыюго отрезка до точки 

первого пересечения Щ)ивой рис. 7, 1 с ьёривой рис. 7, 2. Потери на 
испарение можно не учитывать, так r<ак даже при услоnии, что в те­

чение всего времени tc- t0 поверхность проволоr<и находится при 
температуре юшения вольфрама, эти потери даJrи бы меньше одного 
процента от Е1~с - W11 • 

1 ВСJ!ИЧИНЫ R~~. w1!, wnл взяты И3 табJIИЦ для чистых мeтaЛJIQD, 
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П Р .. и мер 2 (рис. G, 1 и 2). ЖеJJезная пропОJIОIШ дiiа!\Iетроы 0,05 1\Il\I, 

дJiинон . 1 см, п?гру ж0енная . в трпнсформаторшJt J\HJCJIO, взрщщется 
током .1('"'/4)= 13,5·10 А/см2 J(ОJiебательного ра:1рнда J(OHJI.eнcaтopa 
(-r =' 5,3·10-6 сек.). Для этой проволоки сопротив.пениt в начаJIС опыта 
Ro = 0,5 Q, Wн . О, 16 дж, энергия обычного IIJJat\JICIIШI \\,~т== О,ОЭ дж. 
3l1ан aR=ar=80Vfмм, Ь=3·1О-7 сек.fмм, 1"=1,20, по (1) и (2) на­
ходим 

R(fc) = 11,4 Ro = R~~· .. 

можно бьiJю бы 

сели бьr в течение 
имeJrn температуру 

Отметим, что избыток энергии J)c = Е1~с - \Vн 
объяснить потерями на ИЗJrучеiше JJ том CJiyчae, 
всего времени tc- t0 поверхность провожжи 
,......,_, 30 ooou и излучаJJа как черное тело. 

Пр и мер 3 (рис. 4 ). Для того чтобы вы н с нить ход (iR/d Е па раз­
ных стадиях нагревания металла, рассмотрим следующиii пример. 

ВоJiьфрамовая проволока диаметром О, 1 мм, длиной 1 см, залитая 
rсанифолыо, взрывастен при апериодическом разряде 8 r<онденсатора 
током j = 9 ·106 А/см2 (r = Ш, aR = ar = 25,6 V /t~ш, Ь = 2.8 ·HPceк./l'IIМ). 
Длн этой проволоr<и ~~ = O,~J дж, YVпJt = 0,3\:J дж, Ri;;; = 1 ,3 О. 

Как отмечалось выше, по начальному участку осциJIJIОграмы нельзя 

опредетпь dRfdE при помо1ци формуJr (1) и (2), так как в момент 
вJСлючения тока неJJJ,зя пренебрегать самоиндукцией проВОJ!(ЖИ и эта­
Jiона. Измерение dR/dE начато с точки t1 (рис. 4, !), причем сначала 
для ciR/dE llOJiyчaлacь ее обычная дJш вольфрама всJшчина. Однако 
в даJrЫiейшем dR/dE уменьшалась и даже принимаJJа отрицатеJrыrое 
значение. Точю1, соответствующая максимальному значению V R в 
обJJасти уменьшения dR/dE, отмечена на осциллограмме 4, 1 значrюм 
iн. Величина сопротивления R в этой точке, в предеJIНХ точности 

опыта с~ 10%), совпадает с R~~. Для точек, отмеченных на ОСЦИЛJJО­
грамме, при подсчете энергии по (2) получилось 

1' . t' 
Et, = Et1 = 1 ,2 Wи, 

(величина Е~: не учитываJшсь, так J{arc Е~;~ Е~) 
Отметим, что избыток энергии J) =Е- ll7н наблюдается уже в точ­

ке t', г де R <;, N~~. Далее за время ie- iн в проволон:у поступает в 
несr<олы<о раз больше энергии, чем необходимо для ее шrавления: 

Е ~с 'd"- 6 WnJt• 
11 

EcJJИ принять, что при этом никаrшх аномальных нвJrений не проис­
ходит и что тешюемкость вольфрама в жидком состоянии такая же, 
rшк в тве1щом то энергии Е tc. было бы достаточно для плавления и на-

, fп 

гревания расплава до температуры, приблизительно в 1,5 раза превы­
шающей температуру кипения. Данных об обычном значении сопро­
тивJiения вольфрама при такой температуре не нмеется, но предста­
ВJIЯетсн nесьма сомнителыrым, чтобы оно оставалось очень близким I{ 

R;~~- В рассматриваемом опыте ток заметно пnдaJr с ростом R. Поэтому 
момент скачr<а R не может быть точi·iО определен по виду осцИJJЛО-

s В этом опыте в контуре 1 вместо I<атупши самоипдуiщии L ставиJюсь доба· 
nочное сопротивление. 

9* 

1 ". 1 • 
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граммы V R ( t) = i (t) · I< (t). Для уточнения ПОJIОжения точки tc эдесь 
тв э б испольэоваJrось уСJrовие R(tc) = Rnл· то ycJJOBиe ыло установлено 

опытами, в JСоторых i почти не меняется при изменении R. 
В приведеиных примерах даны результаты опытов с таrшми }, при 

rсоторых пабюодалось наибоJIЫl!ее значение избытr<а энергии Фс = 
= Е1~с- l\7н. При увеличении шrотности тока результаты измерений 
стшrовиJшсь недостаточно надежными благодаря влиянию самоиндуr<­
ции проводников R и ,. (см. раздел 1). При снижении j избыток энер-
гии уменьшался. Следовательно, энергия Е,:с, поступавшая в пpoвo­
JIOJ{Y It моменту tc, была различна, если нагревание велось тоrсами 
раз.JJИЧIЮЙ плотности. С другой сгороны, было выяснено, ч·rо появле­
ние стшчков сопротИJ3Jiения в момент tc опредеюrется изменением 
dRidE (а не dEidt). Таrшм образом nри нагревании металла тоr,ами 
различной шютности изменение зависимости R от Е (в момент tc) 
происходит при различной Е. 

Итак, полученные нами данные о характере зависимости R от Е 
nри j = 107 А 1 см2 для вольфрама и железа сводятся к следующему. 
В начале процесса нагревания 1 начиная с того момента, когда уже 
можно пользоваться формулами (1) и (2)] никаких аномалий не обна­
руживается. ДaJree, вблизи точrш iн (см. рис. 4) происходит уменьше­
ние ciR / dE, причем в момент iн надежно наблюдается избыток энер­
гии <f) (tн) = Е~:'- Wн. При t > iн нарастание избЫТI(а энергии продол-

( R RTIJ 
жается до момента ic. В момент ic при = пл) происходит очень 
резкое возрастание R до исчезновения металлической проводимости. 
Аномальный характер состояния металла при t = tc nроявляется, в част­
ности, в том, что происходящее n этот момент ре:шое изменение за­
висимости R от Е (nозрастание dR 1 dE) начинается при различных 

. t 
значениях энергии Et~, если эта энергия вводиJrась токами различной 

ПJIОТНОСТИ. 

Заметим, что в рассматриваемых эr<сnериментах не бь!Jю оконча-

тельно вьшснено, имеются ли аномалии ciR 1 dE при R < R~~. Поскольку 
совпадение R(tн) с R~~ установлено только с точностью ,.._, 10%, то 

'I'D 
возможно, что сопротивление достигает величины Rm, не в момент tн, 
а несr<алько раньше, при t = i1. Минимальное значение для tl может 
быть опредеJiено на осциJiлограммах из условия R (t:11111) = 0,9 R Сtн). 
При наибольшей плотности тока, с которой производились наши опыты 
(в случае воJrьфрама при колебательном разряде j (<t 1 4) = 15 ·1 06 А 1 см2 

и при апериодическом разряде j = 107 А 1 см2), в момент tмпн регулярно 
1 

1 t 
набJIIодался избытоr< энергии ф (tм"н) =Е ;,ш"- ~' = 0,2 Wн. Однако 
этот избыток энергии исчезал при уменьшении j всего в 1,5-2 раза. 
Ввиду быстрого увеличения трудностей измерения при переходе 
к большим j остается неr{оторое сомнение, что наблюдение избытка 

1 

энергии при t = tмпн связано с появлением систематической ошибки, 
возрастающей вместе с nJiотпостыо тока. Обнаружить такую ошибку 
не удаJюсь, но не имеется и коптрольного опыта, показывающего, что 

она не существует. 

4. Замечания об измерении энергии по осцИJшограммам 
и о потерях энергии 

Может возникнуть опасение, что наши выводы относите.nыю особен­
ностей состояния в момент tc являются результатом неверного опре-

деления энергии иJiи того, что избыток энергии Фс =Е~~ - l\711 рас­
сеиnается проволоi{ОЙ: до момента ic. 
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ДJш выяснения вопроса о потерях важно установить, orrpeдCJJЯeTC}T 
ли избыт~к энергии веJшчиной объема иссщ~!\УемоН нрово.поки или 
величинои ее ~овсрхности. В табл. 1 приведсны результаты нзiiiСре­
ния энергии Е,~' для проволок разJiнчного диаметра, причем шютность 
тоr<а J (t) во всех этих случаях мало раэличаJiась в течение всего 
времени tc- io (значения j при t = "/4 и i = 3" /4 и величина nериода 
разряда " nриведены в табJIJще). При всех диаметрах сюtЧОI{ сонро­
тивленин довольно точно происходил в один и тот же моllrент tc = 3-r J 4. 

6 
"' о~ 

" 
D.~ 

... o:u 
$ ""' "' "'"' о ""' ;.2 ""о 

<::!" ._.,. 

1 1 
2 1 
3 1 

, 
'" о~ "' "'~ "' . .,:о: 

"'"' "' Р.<1> 
u 

~ .. "' ~", О"' 
"о :s.~ ~t; 
с...2 "'" t:"i 

0,015 1 ,1·10-Б 
0,0281 1 ,Q .JQ-Б 
0,095 1,0·10-· 

r3/rl = 6,34 

I"3 /Г2 = 3, 35 

r 2/r1 = 1,89 

j (f) . (~) 
J '• 

Лfсм' Л/см' 

н.1оо 8,3·10" 
12,6·106 10/1 ·106 

1Э ,/L ·106 11,1·106 

(rз/г1) 2 = 40 

(1".1/1"2) 2 = 11 ,2 

(г2/r1) 2 = 3,6 

l,lc 
. t, 

D дЖ 

0,25 
0,84 

11 

TaGJiнцa 1. 

1 

\\7 ic 
!I <fJ = Е - \\7 

n дж. С / 0 Н 

0,074 о, 176 
0,2()5 0,57 
2,96 8 

TaGJIIIЦa 2 

сЕз/ lh\ = 45 

сЕз/82 = 14 

82/сЕ1=Э,2 

В табл. 2 приведены отношения радиусов и r<вадратов радиусов 
исследованных провожж, а тшоке соответствующие отношения значе­

ний избытка энергии rf)c, взятые из табл, 1. Из табл. 2 видно, что Фс 
проnорционален объему, а не поверхности проволоки. СледоватеJrыrо, 
измеряемый избыток энергии не может быть связан с потерями, вели­
чина I{оторых проnорциональна поверхности nроволоки. 

ПравиJrьность подсчета энергии по осциллограммам контролируется 
тем, что на неr<оторой стадии нагревания получается обычное значе­
ние dR J dE. Можно, однаr<о, предположить, что избыток энергии, 
измеряемый при дальнейшем нагревании, выделяется вне объема про­
волоr<и [т. е. веJrичина (VR / V,)r не является ее соnротивлением]. 
В этом случае вне проволоки должен был бы протекать ток i' такого 
же порядка, как и внутри нее, ибо Фс ~Е;~. Но самое существование 
скачrш VR показывает, что до момента ic окоJ!О проволоки не возни­
кает дуги, ток i' которой бьТJr бы сравним с nолным током i (в наших 
опытах i порядка сотен или тысяч ампер). При наличии такой дуги, 
шунтирующей проволоку, скачr<а VR возникнуть не может, так как 
увеличение R приводит к увеличению тока в дуге, а напряжение, 
падающее на дуге, уменьшается с ростом тока i'. Отсутствие 
скачr<а VR при наличии дуги непосредственно подтверждается опытами 
с вольфрамовыми проволоками в воздухе. В этих опытах почти сразу 
после момента t,, вдоль проволоки вспыхивает дуга, причем напряже­
ние V R падает и в момент iн уже не возрастает. На рис. 8 приведены 
осциллограммы, полученные с одинаковых вольфрамовых проволок, 
при одинаковом токе в масле (1), в воде (2), в канифоли (4) и в воз-
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духе (3). На осциллограмме 3 скачка VR не наблюдается. О том, что 
падение V R вблизи tн в опытах с вольфрамом в воздухе связано с за­
жиганием дуги, можно судить по характеру осциллограмм VR (t) 
в CJiyчae I<олебательного разряда. В момент падения VR эти ocциJIJJO-

~----

Рис 8. ОсЦИJIJIОГраммы 
воJiьфрамовых пpoвoJIOI( 
в различных средах. Пpo­
вOJJOI(a диаметр 0,1 мм, 
l = 1 см, j z I-H06 А/см2, 
aR=ar=25 V;мм, Ь= 
= 10-6 сек/мм; 1, 2, 3, 
4-VR(t); 1-п масле, 
2- в воде, 3- в возду­
хе, 4- в канифоJiи, 5-

Vr (t)- В Ki!ШI<jJOJIИ 

граммы приобретают вид, типичный для дуги, такой же, кю<ой имеет 
осциЛJюграмма 3 рис. 3 после скачка VR. 

Таким образом, предположение, что с[) выделяется вне объема про­
волоки, не оправдывается. 

Заилючение 

Измерения сопротивления и энергии, поступающей в металJшческие 
проволоки, показывают, что при токах ,....., 107 А 1 см2 металл переходит 
в аномальное состояние. В начаJiе процесса нагревания аномалий не-

б R RTII " 
эаметно, но при при Jiижении I< пл они появляются и в даJiьнеишем 

нарастают до момента разрушения проводника. Особенно четко анома­
JIИИ видны в момент tc, когда происходит резкое увеJшчение dR / dE. 
Для ВОЛЬфрама И железа В ЭТОТ МОМеНТ СОПрОТИВЛение не превышает R~;:, 
но поступившая энергия Е;~ оказывается бОJiьше Wн. Величина из­
бытка энергии зависит от шrотпости тока, r<оторым производилось 
нагревание. 

Заметим, что наши данные находятся в согласии с выводами, к ко­
торым пришел автор работы [0] относительно величины энергии, при­
водящей к изменению состояния металла. Именно энергия, соответ­
ствующая изJюму осциллограмм в точке tн, необходимая для нагре-

вания метаJiла до R~~. по данным работы [6], оказывается больше обыч­
ной, ecJIИ tн- t0 становится меньше 5 ·10-6 сек. (тюшй сr<орости 
нагревания соответствует j ~ 107 А 1 см2). Энергия, поступающая в ме­
талл к моменту скачка сопротивления tc, которая в [6] названа энергией 
полного испарения, по приведеиным в этой работе данным, возрастает 
при переходе к б6Jrьшим плотностям тока. То же самое пабюодаJюсь 
и в наших опытах. Н'о результаты ИЗ'Мерения хода сопротивления, 
полученные в наших опытах, противоречат предположению, выска­

::~анному в [0], что возрастание Е~~ связано с повышением теплоты 
испарения благодаря повышению давления вокруг очень быстро испа­
ряющейся провОJюки. Действительно, в [6] предполагается, что пocJie tн 
сразу начинается быстрое испарение с поверхности, уменьшающее про­
водящее сечение. Образующиеся пары считаются непроводящими, 
и момент исчезновения проводящей нити отождествшrется с моментом tc. 
Я:сно, что в таком случае сопротивление доJiжно было бы нарастать 
не ТОЛЬI{О за счет роста температуры, но и за счет уменьшения 

проводящего сечения. Наблюдаемое в действительности маJюе зна-
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чение dR 1 dt и dR 1 dE в области (tн, fc) при этом было бы н~ воз-
можно. 

Мы nредпоJшгаем, что набJIIодаемые ЯВJI~ния свидетеш)<.:твуют об 
особом состоянии самого металла при нагревании его током бОJiылой 
плотности. СJJедует иметь в виду, что обнаруженные нами aJIOMПJIИи 
могут быть связаны не толы<о неnосредственно с боJiьшой шютностыо 
тока, но и с тем, что нагревание производитсн очень быстро. 

Физичсс.rшй институт им. П. Н. ЛсбсJ\сва 
АI(адемии наук СССР 

Литература 

ПостулнJiа в рсJщiщню 
'[;1 IIIOJIII 1\I:J:J Г. 

[1] Н. М. Barlo\v. Pl1il. Mag., Я, ·ЮИ, НJ.ЗО.-[2] J. А. Aнdcrsoп. Astгop!1ys' 
Jourп., 51, З7, 1920.- [3] J. А. А 11 d с r s о 11 11, S. S m i t !1. Astropl1ys. Joнrn., !i4, 2Н5, 
1926.-[4] Н. Н. СобоJiев. ЖЭТФ, 17, ШШ, 1НЮ.-[5] В. Eiselt. ZS. f. Pl1ys., 
132, 51,, Н152.- [б] J. W r а па. Arc\1. f. Elektrotechп., Bi!, Н5б, 19::ш.- [7] Л. И. И г­
н а т ь е в а и С. Г. К ал а шн н к о в. ЖЭТФ, 22, :385, '1!152.- [8] J. А. М. f_ i с rп р t 
tl • .1. А. V r i сn ci. ZS. f. Pl1ys., 93, НЮ, :l!J:И. 

" ii 
ii ,, 
1: 

i 11 
i 
' .,,, i '( 

:[ ),:,1 
'· il 

}! 'f·<i 



1'. 26. )!(урнал экспери~w,енталыюй и теоретичесtюй физики. Вып. б 

1954 

ЗАВИСИМОСТЬ ДИЭЛЕКТРИЧЕСЩJЙ ПРОНИЦАЕМОСТИ 
КРИСТАЛЛА NaCl ОТ ТЕМПЕРАТУРЫ 

М. С. · Ч.муtпан 

Исследована зависимост, диэлектричесiюй проннцаемости I<Jшсталдов I(амешrой 
соли от температуры в диапазоне 15-550° С. Установлено, что при температуре 
около 500-520° е: начинает резко возрастать, причем температурный I<оэффициевт 
диэлеi<трической проницаемости ТКе силыю увеличивается. ВыС!(аэывается пред­
положение, что резкое возрастание е: обусловлено увели чепием числа «cJiaбo связан­
НЫХ>> ионов Na и появJJением «слабо связашiЫХ>> ионов С!. 

Температурный коэффициент диэлектричесr<ой проницаемости Т/(е 
вычисляется по r<опстантам кристаллической решетки, определяемым 
через коэффициенты упругой связи и линейного расширения [1

]. Общая 
теория диэлектриков приводит к следующей зависимости 8 от темпе­
ратуры 

(l) 

Здесь т- частота переменнаго электрического nоля. При [1) ~ оо, 
. е V/ ltT "'о + 2 . . - 11 oq2 х2 

8 =soo; при со ->0, 8=80 , 9= 211-· е:сс + 2 - постояншш времени, g - lZkTiд-
А 11 q2 х2 

начальная проводимость; g8 = -r·; А= --]г-; n0 - число 
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затухание в этом случае путем подбора измеритеш,Jiоrо f(О!щснсатора 
малой емкости. 

В настоящей работе приводятся результаты измерений по методу 
биений величины 8 при изменениях температуры в области !5-G50'' С. 
На рис. 1 дана схема измерительного конденсатор;!. Кристалл /\ :н.IЖИ­
мается между нихромовнми элеr(тродами (I{jJyГJшe диски) au при 

р 

Рис . .l 

помощи нихромовых стерженьков ЬЬ и r<люш т из асбоцемента. Нижний 
на рис. 1 стерженек Ь имеет упор в боковой стенке основания f, 
укреплепного на конце пластинки из асбоцемента Р; поJrзуноr< Q слу­
жит для включения r<оr-щенсаторов в цепь колебательного контура. 
При смещении его влево слегка изогнутые концы се нихромовых 

проводов надвигаются на стерженьки ЬЬ, ползуноit Q давит на них 
своим весом и этим обуславливает надежные Т<онтакты. 

Измерительный конденсатор помещался в середине муфельной печи 
размерами 32 Х 20 Х 13 см3• При меньших размерах печи обнаружи­
валось влияние на емitость ее стенок. Ползунок Q правым концом 
выходил через отверстие в дверце печи наружу. Таrшм же путем 
вводилась в печь термопара фехраль - алюмель, вделанная в оправу 
из асбоцемента и проградуированная по гальванометру МПБ-46. 

Эталонный измерительный конденсатор позволял делать отсчеты с 
точностыо до 0,05 pF; один из элеi<Тродов все г да был заземлен. 
Питание генераторов и усилителя 

было от батарей аккумуляторов. в 
Каждан серин измерений с одним 10 
образцом занимала 3,5-4 часа. Для !1-
лучшего приближения к стационар- В 

ному режиму при большой тепловой ;Г :::=::;::::::::==:::::::====--~-:~ 
инерции печи требавались значи- l..! 
тельные промежутки времени. Кри- 5о 100 zoo зоо 1/ОО 500 ti'CJ 

Рис. Z 
терием стационарности теплового 

режима служило постоянство час­

тоты биений: самое малое измене-
ние стационарности сr<азьшалось в том, что тон звука телефона начи­
нал непрерывно меняться. 

Расчет величипы s производился на основании формулы Кирхгофа: 

С = o.Rz + o.R (ln 167tR- 3 + !:) ' 
4d 47t d Е 

1 [
R2 . ( 50,265R )] 

8 =(С- O,ЗlSR) 4d -1- 0,0796R ln d -3 . 

Результаты одного из первых опытов nредставлены на рис. 2. 
В этом случае элеr<троды бьiJJи ниr<елевые, диаметром D = 2,20 см. 
Плаетинi<:а криеталла NaCI имела толщипу d = 0,21 см. 

Зависимость 8 = f (Т) была исследована при частоте Л порядка 
(1-1,5)·106 гц. Непосредственное соприкосновение кристалла NaCl е 
поверхностыо электродов при высоr<их температурах обуславливало 
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образование слоя соединений металла с хлором, что nортило nоверх­
ность электродов. После ряда оnытов было установлено, что введение 

тонкой (0,02-0,03 мм) слюдяной 
е пр оКJшдки между r<ристаллом и 

10 электродами заметных искажений 
9 не вносит. Все последующие оnыты 
~ nроизводились с такой проr<ладкой. 
5 По рис. 2 nри t > 544° видно, что 
s0k==,0t::0 ==~=~JO.~'O::::::=;;;~-::.m".::o:;-:;-t!"''C:frJ з ату ха ни е так в ел и к о, что r< оле ба-

200 ни я прекращаются. 

Рис. 3 На рис. 3 представлены результа­
ты измерений с образцом d =О, 185см 

при нихромовых электродах D = 2,51 см и СJIЮдяных проr<Jшдках. 
Кривая 1 снята при частоте fr; s =(С- 0,400) /2,407. Сопоставление 
рис. 2 и 3 приводит к следующему выводу: колебания nри частоте 
j, исчезают при одинаковых условиях, но при частоте f затухание 
слегка ослаблено- подключение значительной емr<ости в измеритель­
ном r<олебательном r<онтуре ведет r< заметному увеличению полной 
колебательной энергии, т. е. r< попижениш декремента колебаний. 
В последующих опытах он был понижен за счет уменьшения емr<о­
сти измерительного конденсатора. Из рис. 3 следует, что до t ~ 400° 

-~"1 " •.• :l (/е: -
зависимость s от Т близка к линеинои, при этом е tlT =3,5 · 1 О 4

• Рез-

кое увеличение начинается в области 500-520°С. На рис. 4, 5 даются ре­
зультаты измерений , с электродами диаметром D = 1,545 см для 
нескольких образ1~ов NaCI и одного образца пьезокварца. (Подобная за­
висимость наблюдалась и у СаС0 3). 
На рис. 4 точr<ами отмечены значения 
s для образца r<ристалла NaC1, толщи- 8 

ной d = 0,290 см, sJ= (С-0,246)/0,631; 10 

е 8 

10 8 

·~А 
'1 

2 

11 Вх 

50 100 200 JOO 1100 /iOO t( Г: 00 

Рис. 4 

100 200 JOO 1/00 500 t('GJ 

Рис. 5 

r<ружками-для d=0,160 см, е=(С-0,246)/1,038; крестами-для 
d=0,155 см, s=(C-0,246)/1,118. На рис. Б представлена зависимость е 

С- О 24G 
от температуры для кварца d = 0,137 см, s = ц52 -. Измериния про-

изведены без слюдяных прокладок. 
В табл. 1 приводятся результаты измерений дJrя образца NaCI 

d = 0,155 см. 
В области высоких температур результаты опыта нес.овместимы с 

требованиями теории. Для NaCl наблюдается резr<ий излом в темпера­
турном ходе е при t ~ 500° С (для кварца t ~ 400°). Выше 500° s растет 
очень быстро: на интервале 1:1t = 30° s увеличивается в 1,2 раза. При 

1 dr;; . 
этом Т!( г = -;- dT = 0,008, тог да r<ar< при температуре t < 450° Т!(в == 
=0,00035. 

Объяснить этот эффеr<т зависимости s от температуры только вре­
менем релаr<сации 't = е нельзя по следующим причинам: 

• 

i. 



Зависимость диэлектр. проницаемости кристалла NnCJ от температуры rи:J 

Тпб;Jица 1 

Зависимость е от темnературы для NaCl nри частотах 

t {, 

t •с 

1 1 

С (см) s С (см) s 

15 6,318 5,43 (),278 5,:~9 
19 6,3()8 5,47 (),282 5,3() 

122 (),570 5' (j:J 6,4.80 5,58 
2М 6,660 5' 7ft 6,705 5,78 
338 6,886 5,93 6,930 5,98 
lt4.c\ 7 ,3.~0 6 ,:!7 7 ,з.J:i 6,:35 
.502 7,80:3 в, 75 7,628 6,00 
519 R,775 7,64 S,O.'iii li, Н8 
;;:н 9,810 8,55 8,2RO 7,18 
54.4 1:1 '75 10,30 н,ооо 7,52 
526 9,351 8' 1 ;j 8,2:15 7' 15 
492 7,920 6,85 7,623 6,60 
4.36 7' l.'i5 б, 18 - ~-

431 - - 7,06Б 6,:!0 

1) при увеличении температуры Т постояннан времени В падает 
резко, по произведение ет изменяется с ростом т довольно слабо, 
ЭJrеюропроводность g= n0q2x 2 j 12k8 Т, а вместе с ней и в изменяются 
плавно; 

2) при больших Т по уравнению (1) е должно уменьшаться. 
Наиболее вероятным нужно считать следующее объяснение нnблю­

даемого эффеrпа. В формуле (1) А = n0q2 x 2 j2k предполагалось постоюi­
ной величиной, следовательно, чисJrо n0 <<слабо связанныю> ионов в 
1 см3 считается не зависящим от температуры. С этим согласиться 
нельзя: при повышении температуры энергия ионов возрастает, ее 

значение непрерывно приближается к высоте местного потенциального 
барьера V, а следовательно, увеличивается число ионов, <<слабо свя­
заrп-rых>> и <<сдуваемых>> электрическим полем. Кроме того, увеличение 
поляризации может возрасти за счет появления «слабо связанных>> 
ионов хлора. При t < 400°, как известно, носителями тоrш являются 
исключительно ионы натрия (при отсутствии посторонних nримесей). 
При t = 600° в образовании тока участвуют ионы хлора с соотноше­
нием 0,1 ионов хлора на 0,9 ионов натрия. Появление <<слабо связан­
ных>> ионов хлора должно происходить около 500°. 

Простая зависимость g = n0q2x2 /12kfJT не может считаться удо­
ВJrетворительной, электропроводность g должна возрастать за счет 

роста <<слабо связанных>> ионов натрия и хлора. В формуле (1) не 
толысо знаменатель, но и числитель А зависит от температуры, поэтому 
z растет непрерывно и резrш. При повышении температуры на dT отпо­
ситеJrьное увеличение числа «слабо связанных» ионов dn / n в 1 см3 

должно быть пропорционалыю dT, dn / n = ·r dT, r де 1 зависит от 
свойств r<ристалла, n = Се у т. При пекоторой темnературе Т= Т.,>, 

' С уТ: С -УТ' ' у(Т-7',) n = n0 = е ', следовательно, = пп е , поэтому n = ttoe 
Соотношение (1) справедливо для Т< Т0 • При Т> Т0 полное 

число «слабо связанныХ>> ионов б у дет n = n0 + n~e у(Т-Т,) и рез тю воз­
растает с увеличением температуры, поэтому вместо (1) имеем 

е = Еоо + q2 х2 [n0 + n~e У(Т -т.)] /3k (1 + m2f:}2) Т, 
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или 

(2) 

Полученное выражение (2) J{ачественно находится в полном согласии 
с опытом: при Т>То е: возрастает очень резко. 

При пониженной частоте резкое возрастание с: начинается при 
более низкой температуре. Действительно, с увеличением периода 
колебаний установление поляризации происходит в течение большого 
промежутка времени (полупериода), nоэтому поляризация может раз­
виться полнее и при более низкой температуре. СJiедует, однако, 
отметить, что частотная зависимость при высоких температурах тре­

бует специальных исследований. 

Сталинградсiсий педагогичесiсий 
институт 
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ПИСЬМА В РЕДАКЦИЮ 

ПРЕВРАЩЕНИЕ ДВУХ ФОТОНОВ В n°-МЕЗОН И ОБРАЗОВАНИЕ 
1t0-МЕЗОНОВ ПРИ КОМПТОН-ЭФФЕКТЕ 

А. Я. TeJ.tкШl 

Хорошо известно, что 7t0-мезоп не стабилен и распадается па дnа фотона. Этот 
процесс изучен и теоретичесю-1 и ЭI(СПериментаJIЬI!О. Обычно при этом распад 
п-о-мезона рассматривают на1с процесс третьего порядl(а, идущий через вitртуаJiьпыс 
состонrшя с нуi(ЛОнно-антипунлоrшыми парамп (см., папрнмер, [1]). Можно, одш:11ш, 
рассматрива:;ь этот процесс, ввода феноменоJюгичесiш взаимодействие между пссн;ю­
СI(алнрным [---·!] ф-полем 7t0-мезона и элеiСТJЮмагнитным полем с IJе!(тор-потеiщНаJюм 
А [5 ]. Обозначая константу взаимодейстrшя через g, можем записать (в снетеме 
единиц, в J(ОТО)ЮЙ h = с = '1) лаграншиан этого взаимодействия в виде 

Lт.•у =- glj! (~~ rot л). (1) 

В области энергий нише порога образования реаJ!Ыrых пукJюнно-nнтtшуiоiонных 
пар все расчеты при помшци лаграшниапа (1) полностью эiшивалснтны расчетам, 
в которых никаких новых взаимодействий не вnодитсн. 

Очевидно, что взаимодействие (1) приводит н к процессу, обратному расnаду 
п0-мсзона- прсвращснию двух фотонов в тс0~мезон. Ниже nычислено эффективное 
сечение этого процесса. Взаимодействие (1) деJiает воэможньш фоторождение п0-ме­
зоноiJ на 'Iастiщах, обладающих TOJIЫ(CJ электрическим зарядом. В качестве приыера 
найдено также эффективное сечение рождения 7!'0-мезонов на эле1стронах. 

ВеJIИЧИН<J. константы взаимодейстnия g, вь!'шсленпан по известному из ЭI(СПсри­
мента времени, жизни n°-мезона "~ 5 ·10-14 се[(., Оl(азыnастся рашюН (n етшицах 
COSE) 

r'la см'/з [ 1 J 
-1Q-17 l ' 

g сек. fl· (fzc) ;, 
(2) 

где через 1 j !L обозначена комптоноnская Длина волны 7t0-мсзона. 
Превращение двух фотопоn в нейтральный 7t-мезон можно, не нарушая общности, 

рассмотреть ддя случая, Iюгда трехмерные импульсы фотоноiJ k1 и k2 антинараллсль • 
ны. Вероятность перехода 2у ~ 1t0 за единицу времени в единице объеыа импуш.с­
ного пространстnа при этом равна (в естественных единицах) 

w (2у __,. 7t0 ) = 2,25g2 

Jё + Ыгя) ('J) ;. В 
4
k

1 
~ , усредним . по 12 • резудьтате 

(l,) 

Соответствующее эффективное се<rение равно (в обычных едишщах) 

(5) 

СJiедует отметить что проведенпое усреднение по k2 имеет смысл блю·одарн 
тому, что эпергин 7tо-~езона пе явJiнется строго онределепно/t величиной, а разма­
зана внутри интервала шириной (см., например, (6

]) 

Г~lz/'~", (6) 
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где т- времн жизш1 1tо-мезона в данной системе отсчета. В снетеме поr\оя Jtо-мсзо­
на Г~1О-1 сV. 

Рассмотрим чисJrешrый примср. Пустr, /г1 = tL /2, (~/zс/г2) ~ 10eV )'> l'. Тогда 
полное сечение cr (2у -• 1t0) ~ 1U-27 см 2 • Этот пример показывает, что обнаружешrе 
превращения двух фотонов n 7t0-мезон, поnидимому, паходитсн в пределах ~кспери­
мснтальных возможностей. 

Оuразовшше 1tо-мсзонов при 1юмптон-эффеJПС может идти едедующим образом: 

(7) 

Пусть n выбранной системе отсчета электрон Ж> стоmшовения поrюнJJСЯ. Обоз­
на 'l ИМ через 1/ {Le КОМПТОНОВСI\УЮ ДЛИНУ ВОЛНЫ ЭJieJП]IOHJ, Через ){ - IIOJlfiOHOЙ вектор 

падающего фотона, а через О- угол между k и .. импую,сом элei<ТJIOIIa ПOCJJc стоmшо­
всния. !Jрснебреган !le по сра1шснню с (l, паидсм дифференцнаJiыюе эффеi•тивнос 
сечение процесса 

8. 2 /L1 j" ticr (у1 + е_" е'+ тс0) = 1 (eg) k " Х 

rде 

f=f(cosO) = (соs2 б-1)-1 {cosO + ·v1 + (4tJ.;/ !l'1) k 2 (cos20-1) }· (9) 

Порог реакции 

hcp. (flo + 2fLe) (l 21zc , 
/Lс/гмин. = 2 :::::: .,---- = 21 Ве V. 

fle "'!le 

Полное сечение этой решщии сшазывается весьма малым. Вблизи пороrа при 
(/lс/г) = 22Вс V ПОJIНос сечение 

В заiuJючение выражаю глубокую благодарносJъ 10. М. ll111por•oвy за вшrмательвое 
ОТ!IОШСНИС !( ЭТОЙ работе. 
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--------------------
·К ВОПРОСУ О ЛЮМИНЕСЦИРУЮЩИХ КОМПОНЕНТАХ НЕФТИ 

Х. И. Малtедов 

Приtменепие люминесцентного анализа ·В болыuинстnе случаев требуе1' знания тех 
составных частей исследуемого вещест.ва, .которые вызывают его люминесценцию, 
в это1м от1юшепии люминесценция нефти tмало исследована, Существуст правдаподоб­
ное предположение, что лю-

мипесцеiЩJVЯ нефти абуелоnлена J 
арОМ8'!1ИЧеСIШМИ СОед!ИПеНIIiЯЫИ 
(1], Однако nрямое nодтвержде­
ние этой точки зрения отсут- 7(] 
ствует. С другой стороны, вы­
сказывается также мнение, что 
люминесцируют не основные 50 
компоненты, а примеси, при­

сутствующие в малых коли­

чествах [1]. Несмотря на то что 
люминесцентный анализ широ- .ril 
JШ применяется в нефтепоиско­
вой работе, вопрос о природе 
юоминесцирующих компонентов 1/0 
остается до сих пор открытым. 

По нашему мнению, это вызва • 
но, во-первых, тем, что нефть JO представляет собой многоком- '----J-:CJ;;-;0;--;;-;7;;-'-:::':::--;;-;:c:---=::-~c:-::~-.":=~~~~..,:.".:......,.... 
понептпую смесь, в которой 
спектры люминесценции отдель­

ных веществ могут силыю пе­

рекрываться. Во-вторых, до сих 
пор изучалась томинесцеrщия 

нефтей в видимой областп 
спектра [!, 2]. тогда как спектр 

Рис. :1. Мrшрофотограмма спектров Jiюмннссцсн­
пии растворов нефrн в эфире при paяmiЧIIЫX 
коrщеrпрщиях: 1--·30!)(,, 2-HJ%, 8-1%, 4---

-10-1 %, 5- 10" 2 %, б --10-а% 

люминесценции нефти в осповном находится в ближней ультрафиолетовой области, 
тоJrько небольшая часть его заходит в видимую область. 

!Мы пост:шпли •сnоей задачей изучение ультрафиолетовой люминесценции нефтей 
Азер,байджана. Удьтрафиодетовые спектры люминесценции образцов нефти фотографи­
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Рис. 2. Микрофотограмма споюров люми­
несценции растворов: 1- нефти, 2- фенан­

трена в эфире 

равались при помощи кварцевого спек­

трографа Хилыера (малпи моJ<ель). 
В качестве источника света применялась 
кварцевая дампа ПРI(-4. Раствор нефти 
в кварцевой кювете помещался непосред­
ственно перед щелью спект.рог,рафа без 
конденсора, ЭкспоЗИIJJИИ на диа,пози­
тивных пластишшх были порядка 10-
20 мин. 

С цедью обнаружить люминесцирую­
щие компоненты мы применяли раdлич­

ные растворители (эфир, сnирт, бензол), 
а возбуждение производилось еветам от­
дельных линий ртутного спектра. При 
этом было обнаружено, что nри воэбу­
ждею~иt аветом лиюrи 313 Mfi., выделен­
ной при помощи светофильтра ГОИ, в 
спектре люминесценции отчетливо обна· 
руживаются четыре максимума, I<ак это 

видно из рис. l, представляющего миrфо-
фотограмму соответствующего спектра, 

Максимумы при длинах волн 348, 363, 382, 402 щи особенно заметны при концентра­
ции JQ-20/0 • Сопоставление этих максимумов со спектрами люминесценции аромати­
ческих соедпшеннй привело к предположению, что они принадлежат фен аптрену. 
С целью проверю1 этого прел.положення был отдельно ефотог.рафирован спектр чистого 
фснантрена в том же рас'l'ВОр,ителс (эфир), 

Совпадение соответ.ствующих tмаксимумов (рис. 2) сnидетельству.ет, что nри воз­
буждении Л = 31\3 Шfi. преиtмущеС'гвенно ,возбуждаС'ГСя люминесценция фепантрена, вхо­
дяще-го 13 состав исследоJЗанных пефтей. Соотношение иптенсrшностей в растворе нефти 
изменено по сравнению с чис'ГЫtм фенантрен01м. Это и понят1ю, так как имеет место 
селективirо~ ноглощение света люминесценции фепантрена други!Ми IшмпонснтаtМИ 
нефти. 

Во время выполнения этой работы появился автореферат диссертации Рахмато­
ва [3], •IШI'Орый таюке изучал ультрафиолетовую люминесценцию нефти. Однако nолу­
ченный и'м спектр предстаJЗляет широкую бесструкгурную полосу, не позволяющую 
установить IПрироду люминесцирующих компонентов. 
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